
,',

.~... ....
" "

·t[i:~ttL:.·".::'(>':,: ,....... ' .

Mizar MSE (lO)

DZIs.lEJSZY, OSTATNI ODCINEK KURSU JEST W CALOSCI NAPISANY
W MIZARZE - JEST TAKll1 MALYM TEKSTEM MATEMATYCZNYM, W KTOF<YM
POSTAWIMY SZEREIl 'PR09LEMOW DO ROZWIAZANIA.

W TAKIM TEKSCIE OPROCZ WSTEPU ORAZ TWIERDZEN I ICH FORMALNYCH
DOWODOW.MOZEMY PISAC KOMENTARZE ZAWIERAJACE DODATKOWE
WYJASNIENIA TEIlO CO R09IMY. KOMENTARZE TAKIE SA IGNOROWANE PRZEZ
MASZYNE W CZASIE ANALIZY TEKSTU. KOMENTARZ ROZPOCZYNA SIE OD
DWU ZNAKOW ROWNOBCI A KONCZY SIE WRAZ Z KONCEM LINIJKI. NASTEPNA
LINIA KOI1ENTARZA I1USI ZACZYNAC SIE ZNOWU OD DWU ZNAKOW ROWNOSCI.

ROZPATRYWANA PRZEZ NAS TEORIA 9EDZIE FRAGMENTEM TEORII RELACJI
c_ DWUARGUMENTOWYCH - TO JUZ COS POWAZNIESZEGO NIZ PORZADEK
aD LINIOWY DLA ULAMKOW.

ENVIRON,

LET R,R' ,R" DENOTE RELACJA; == 'ROZPATRYWANE RELACJE MAJA TE SAMA
, -= DZIEDZINE I PRZECIWDZIEDZINE •

LET X,X',X"'Y,y',y",Z~Z"Z" DENOTE ELEHENT'

== TYMI SYM90LAMI llEDZIEMY OZNACZALI
=- ELEMENTY ZllIORU, NA KTORYlI
== OKRESLONE SA NASZE RELACJE.

ZDEFINIUJEMY TERAZ SPOTYKANE DOSC CZESTO W MATEMATYCE WLASNCSCI
RELACJI. WYRAZENIE -MAMY[X,R,Y)- 'NALEZY ROZUMlEC,
ZE MIEDZY X I Y ZACHODZI RELACJA R AL90 TEZ, TRAKTUJAC RELACJE
JAKO Z9IOR PAR: (X,y> NALEZA DO R;

ZWROTNOSC' FOR R ST ZWROTNACR] HOLDS FOR X HOLDS I1AMYCX,R,XJ1
lZWROTNOSC: FOR R ST NOT ZWROTNACR]

EX X ST NOT MAMY[X,R,XH
PRZECIWZWROTNOSC: FOR R ST PRZECIWZWROTNACR] HOLDS

\ FOR X HOLDS NOT MAMY[X,R,X]'
lPRZECIWZWROTNOSC' FOR R ST NOT PRZECIWZWROTNACR]

- EX X ST MAMYCX,R,X]I
SYMETRIAl FOR R ST SYME:TRYCZNACR] HOLDS

FOR X,Y ST I1AI1YCX,R,Y] HOLDS MAMYCY,R,X];
ISYME:TRIAl FOR R ST NOT SYI1ETRYCZNAtR]

E:X X,Y ST MAI1Y[X,R,Y) 60 NOT MAMY[Y,R,X]I
ASYMETRiA: FOR R ST ASYMETRYCZNACR] HOLDS

FOR X,Y ST MAI1YCX,R,Y] HOLDS NOT I1AMYCY,R,X];
lASYMETRlA: FOR R ST NOT ASYMETRYCZNAtR]

EX X,Y ST MAMYCX,R,Y] 60 MAMYCY,R,X]I

ANTYSYI1ETRIA, FOR R ST ANTYSYME:TRYCZNACR] HOLDS
" FOR X,Y ST MAI1Y[X,R,Y] 60 MAMY[Y,R,X] HOLDS x=n

IANTYSYMETRIAl FOR R ST NOT ANTYSYMETRYCZNACR]
EX X,Y ST MAMYCX,R,Y] 60 I1AMYCY,R,X] 60 X(>YI

PRZECHODNIOSC:, FOR, R ST PRZECHODNIACRJ HOLDS
FOR X,Y,Z ST I1AI1YCX,R,YJ 60 MAMYCY,R,ZJ

HOLDS MAMYCX,R,ZJ'
IPRZE:CHODNIOSC: FOR R ST NOT PRZECHODNIA CRJ

EX X,Y,Z ST MAHYCX,R,Y] ~ MAMYCY,R,ZJ &
NOT MAI1Y[X,R,ZJI

SPOJNOSC: FOR R ST SPOJNACRJ HOLDS
FOR X,Y HOLDS MAMYCX,R,YJOR MAMYCY,R,XJI

ISPOJNOSC: FOR R ST NOT SPOJNACRJ

EX X,Y ST NOT HAMYCX,R,YJ 60 NOT MAMYCY,R,X]'ZAWIERANIE' FOR R,R' ST ZAWIE:RAtR,R'J HOLDS
FOR X,Y ST MAMYCX,R' ,Y) HOLDS MAMY[X,R,YJ1

IZAWIE:RANIE' FOR R,R' ST NOT ZAWIERACR,R'J
E:X X,Y ST MAMYCX,R',YJ 60 NOT MAMYCX,R,YJ'

ROWNOSC' FOR R,R' HOLDS R=R' IFF ZAWIERACR,R'J 60 ZAWIERACR' ,RJI

WYRAZENIE ZAWIERAtR,R'] NALEZY ROZUMlEC: R' JEST ZAWARTE W R.
-=' CILA WYIlODNIESZEIlO SFORMULOWANIA PEWNYCH ZADAN USTALIMY DWIE
== DOWOLNE RELACJE. '

GIVEN p,p' 9EINIl RELACJA'

== WPf<OWADZIMY PEWNE ODWZOROWANIE W DZIEDZINIE NASZYCH RELACJI.

AXI' FOR X EX Y ST ItX,YJI
AX2' FOR X EX Y ST ICY,XJ'

== POWYZSZE AKSJOMATY GWARANTUJA, ZE I JEST OKRESLONA W CAL YM
== ZllIORZE ELEMENTOW I PRZEKSZTALCA 00 NA CAL Y TEN Z9IOR.

AX3: FOR X,Y,X',Y' sr ICX,X'J & ICY',y,] HOLDS X=Y IFF X'=Y';

TEN ,AKSJOMAT DAJE GWARANCJE, ZE NASZE ODWZOROWANIE JEST WZAJEMNIE
JEDNOZANCZNA FUNKCJA' NASTEPNY ZAS MOWI, ZE PRZEPROWADZA ONA
RELACJE P NA RELACJE P' I NA ODWROT.
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AX4: rOR X,y,X',y' 5T leX,X'] ~ ICV,V'J

HOLDS HAHYCX,P,YJ IFF MAMYCX',P',y'];

OCZYWISClE NIE ZDEFINIOWALISMY WSZYSTKICH UZYWANYCH W MATEMATYCE
WLASNOSCI RELACJI. MOZE WARTO TYLKO WSPOMNIEC, ZE RELACJE NAzyWA
SIE PORZADKIEM, GDY JEST ZWROTNA, PRZECHODNIA I ANTYSYMETRYCZNA,
A NAZYWA SIE ROWNOWAZNOSCIA, GDY JEST ZWROTNA, PRZECHODNIA
I SYMETRYCZNA. 'W DALSZYM CIAGU ZAJMIEMY SIE USTALENIEM ZALEZNOSCI
POMIEDZY WPROWADZONYMI WLASCIWOSCIAMI RELAC,Jl.

BEGIN

"= ZACZNIEMY OD POKAZANIA, ZE RELACJA SPOJNA JEST ZWROTNA.

LEMATI. FOR R ST SPOJNACR] HOLDS ZWROTNACRJ
PROOF LET R 9E RELACJA SUCH THAT AI SPOJNACRJI

NOW LET X llE ELEMENT'
THUS MAMYCX,R,XJ 9Y A,SPOJNOSC

ENDI -
HENCE THESIS llY lZWROTNOSC

END' -

DALSZE LEMATY ZOSTAWIAMY JAKO ZADANII\ DO UDOWODNIENIA PRZEZ
CZYTELNIKOW.

LEMATII: FOR R,R' ST ZAWIERACR,R'] 60 ZWROTNACR'J
• HOLDS ZWROTNACRJI

LEMATl2: FOR R,R' ST ZAWIERACR,R'] 60 SPOJNACR'] 60

ANTYSYMETRYCZNACRJ
HOLDS ZAWIERACR' ,RJ'

LEMATl3' FOR R ST PRZECIWZWROTNACRJ 60 PRZECHODNIACR]
~HOLDS ASYMETRYCZNACRJ'

LEMATI4' FOR R ST ASYMETRYCZNACRJ HOLDS PRZECIWZWROTNACR]'
LEMATl5' FOR R,R',R" ST ZAWIERACR",R'J 60 ZAWIERACR',R] 60

SPOJNACR] 60 PRZECHODNIACR'] 60 •

ANTYSYMETRYCZNACR' ']

HOLDS PRZECtiODNIACR] 60 PRZECHODNIACR" JI

Z LEMATU 12 WYNIKA W SZEIlOLNOSCI, ZE PORZADKU LINIO,WEIlO <TJ.
SPOJNEGO> NIE MOZNA JUZ 9ARDZIEJ -UPORZADKOWAC-.
OSTATNIE ZADANIE Z TEJ SERII JEST NIECO 9ARDZIEJ SKOMPLIKOWANE
NIZ POPRZEDNIE' W JEGO DOWODZIE WYGODNIE 9EDZIE SKORZYSTAC z'
POPRZEDNIO UDOWODNIONYCH LEMATOW.

ZAJMIEMY SIE DALEJ WLASNOSCIAMI ZACHOWYWANYMI PRZEZ IZOMORFIZMY.
W NASZYli PRZYPADKU IZOMORFIZMEM JEST Zll!':FINIOWANA WE WSTEPIE
FUNKCJA I. NA POCZATEK ROZWIAZEMY MALY PRZYKLAD.

LEMAT2: ZWROTNACP] IMPLIES ZWROTNACP']
PROOF ASSUME ZI: ZWROTNACP]'

NOW LET X 9E ELEMENT'
CONSIDE:R Y SUCH THAT Z2r rtY,X] 9Y AX2'
MAMY[Y,-P,Y) 9Y ZWROTNOSC,ZI'

HENCE MAI1YCX,P' ,X] llY AX4,Z2
END'
HENCE THESIS 9Y IZWROTNOSC

ENDI

CZYTELNICY ZECHCA UDOWODNI C NASTEPUJACE LEMATY.

LEMAT21: SPOJNACP] IFF SPOJNACP']'
LEMAT22: NOT ASYMETRYCZNACP] IMPLIES NOT ASYMETRYCZNACP']I
LEMAT23' (EX X ST FOR Y HOLDS MAI1YCX,P,Y]) IMPLIES

(EX X ST FOR y HOLDS MAMYCX,P' ,Y»'
LEMAT24: PRZECHODNI ACP" ] IMPLIES PRZECHODNIACPJ'
LEMAT25: <FOR X EX Y ST MAMYCX,PiY]> IMPLIES

<FOR X EX Y ST MAMY[X,P' ,Y»

PODÓ9NIE JAK TYCH LEMATOW DOWODZI SIE, ZE P JEST PORZADKIEM,
WTEDY I TYLKO WTEDY, GDY p,' JEST PORZADKIEM I ANALOGICZNIE,
ZE P JEST ROWONOWAZNOSCIA, WTEDY I TYLKO WTEDY, GDY P' JEST

== ROWNOWAZNOSCIA. MOZE KTOS Z CZYTELNIKOW ZECHCE TO ZROBIC?
I "

CZEKAMY NA 'ROZWIAZANIA. ,

WSZYSTKICH, KTORZY ZAINTERESOWALI SIE MIZAREM I CHCIELI9Y
WIEDZlEC O NIM WIECEJ LUB TEZ MAJA JAKIEKOLWIEK PYTANIA Z NIM
ZWIAZANE PROSIMY O KONTAKT Z_ REDAKCJA LU9,EZ DEZpOSREDNIO Z
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