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Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy pewien uklad, który podlega zmianom w czasie. Stany naszego

ukladu utozsamiamy z punktami przestrzeni metrycznejX, przy czym stan w chwili nastepnej
zalezy tylko od stanu w chwili poprzedniej. Oznacza to, ze istnieje przeksztalcenieI:X -+ X,
które mówi nam, ze jesli w chwilii uklad znajdowal sie w staniex, to w chwili (i+ 1) bedzie
w stanie/(x). Znajac wiec sytuacje w chwili poczatkowej oraz regule przechodzenia od stanu
do stanu (opisana przezI) umiemy wyznaczyc tzw. trajektorie(Xt)~o punktu x odpowiadajaca
kolejnym stanom naszego ukladu:'

Xo = x, XI+l =/(XI), i = 0,1, ...

Naturalne jest pytanie o zachowanie trajektorii: czy sa one zupelnie chaotyczne, czy moze rzadzi
nimi pewien porzadek? Czy trajektorie bliskich punktów sa podobne? Ile jest trajektorii
okresowych (to znaczy takich; zeXo = Xn dla pewnegon)? Odpowiedz na takie pytania bywa
bardzo trudna nawet w przypadku tak prostej przestrzeni jak odcinek[O, 1] i tak

nieskomplikowanych przeksztalcen jak funkcja kwadratowa.

Rozpatrzymy rodzine takich wlasnie przeksztalcen:

j.(x) = ax(r - x), gdzie a E [O, 4].

Dla naszych celów wygodne bedzie rozpatrywanie funkcji zlozonej wielokrotnie z soba sama;
wprowadzmy wiec oznaczenie:

f"(x) = 1010 ••• o/(n razy).
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Odtad In bedziemy nazywac n-ta iteracja funkcjif Zatem (Xt)[';,o jest trajektoria punktu
Xo wyznaczona przez1=P(xo) = Xi dla kazdego i = O, 1,2, ...

n=1 n=1. n=7
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Wszystkie funkcje z naszej rodziny maja po dwa odcinki monotonicznosci i wszystkie maja
. 1

maksimum w punkcie c= -. Wykresy wygladaja podobnie (róznia sie tylko "wysokoscia"),2 .'
ale juz wykresy kolejnych iteracji sa bardzo rózne dla róznych wartoscia.Opiszemy kilka skrajnych
przypadków, aby zrozumiec co sie wlasciwie dzieje.

Sytuacja jest naj prostsza, gdya jest nie wieksze niz 1. Wówczas (Czytelniku przekonaj sie!)
wykres f" ma tylko dwa odcinki monotonicznosci dla kazdegon. Punkt p = O jest staly dla
naszego przeksztalcenia(j.(p) = p), ponadto

I;(p) = a-2ap = a<l, wiec p jest sciekiem.

W tym przypadku z wkleslosci funkcjij. wynika, ze caly odcinek [O, l] jest przyciagany
do punktu P = O, to znaczy dla kazdegoX E [O, l] trajektoria x dazy dop .

Rys. I. Oto wykresy przeksztakc!1 (i kilku ich iteracji) 'dla róznych wartoscia.

0=3,739
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Rys. 2. a = { .Wszystkie trajektorie sa

•bieme dop = o.

Oto przepis na wyznaczenie trajek\Orii punktu:

Narysuj kwadrat o boku 1 i wewnatrz niego

wykres naszego przeksztalceniaf•.Zaznacz
w kwadracie przekatna y = x. Wybierz punkt

(xo, xo) na przekatnej, narysuj linie pionowa

przechodzaca przez ten punkt az do
przeciecia wykresu. Z punktu przecieciaI
narysuj linie pozioma az do przeciecia

przekatnej w jakims punkcie (x" Xl) (wtedy

Xl = f.(xo». Tak samo wyznacz x, = I.(XI)'

X], ... itd.

Niech f: [0,1] -> [0,1] bedzie klasy Cl,
a p E [0,11 - punktem okresowym o okresie

n dlaf(tzn.f"(p) = p). Jesli l(f°),(p)1 < l,
to P nazywamy punktem przyciagajacym albo

sciekiem. Jesliluo)'(p)1 > l, to mówimy,

ze p jest odpychajacy.
SCiek ma zaws~ otoczenie zlozone z punktów

x, dla których ciag (lok) (x) jest zbiezny dop,
gdy k -> co(sprawdz I).
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Rys. 3.a = ~. Punkt staly q = 2. przyciaga2 3
wszystkie punkty z odcinka (O, l).

'Gdy a jest wieksze niz1 (ale mniejsze niz 2), punktP = O staje sie odpychajacy, ale wewnatrz
1

odcinka pojawia sie nowy punkt staly przyciagajacyq. < 2' Równiez w tym przypadku

przeksztalcenie /. ma tylko dwa odcinki monotonicznosci i dla kazdegoXo E (O, 1) ciag (Xf)?;'O

'jest zbiezny doq•. W granicznym przypadku punktq. pokrywa sie z·c. Gdya dalej rosnie,
sytuacja zaczyna sie troche komplikowac, bo wykresy kolejnych iteracji /. maja juz teraz wiecej
niz po dwa odcinki monotonicznosci (dlaczego?).

Okazuje sie jednak, ze punktq. nie znika przy przejsciu przez graniczna wartosca = 2, a jedynie

"przenosi sie" na druga strone c i pozostaje przyciagajacy. Nietrudno przekenac sie (na przyklad
rysujac trajektorie), ze takze w tym przypadku wszystkie punkty z odcinka(O, 1) sa przyciagane

przez q•. Ta dobra sy.tuacja konczy sie, gdya przekracza war~osc 3 (wówczas punktq. staje sie
odpychajacy, a trajektorie punktów - bardziej skomplikowane).

Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania, W opisanych dotad przypadkach przeksztalcenie
I.mialo zawsze sciek, który przyciagal wszystkie punkty z wnetrza odcinka. Oczywiscie, nie bylo
zadnych irl1iych trajektorii okresowych w(O, l). Sytuacja jest wiec niezwykle jasna: jakikolwiek'
bylby punkt poczatkowy Xo E (O, l), stan ukladu dazy do pewnego stanu "równowagi",
Przyszlosc jest wiec w pelni przesadzona z góry, w ogóle nie zalezy od terazniejszosci.

Co nam daje przeksztalcenie rp ? Pozwala zapisacF w nowych zmiennych (t) i zmienic ksztalt
wykresu na przyjemniejszy. Zamiast badac trajektorie wyznaczone przezF zajmiemy sie
trajektoriami wyznaczonymi przez G, co okaze sie znacznie prostsze.

Ale juz przejscie przez_wartosc parametrua = 3 wprowadza do naszego obrazka balagan. Jak

wielki moze on byc - przekonamy sie za chwile badajac "ostatnie" przeksztalcenie naszej
rodziny: 14' Przyjmijmy dla prostoty oznaczenieF(x) = 14(x).

Na poczatek - zadanie: okreslamy ,przeksztalcenieqJ':[O, l] --+ [0,1] wzoreml .
rp(x) = - arccos(l- 2x), wówczas rp jest ciagle i wzajemnie jednoznaczne,rp-l jest ciagle,

1l

rp(~) = ~ oraz

R 4 5, 3,
ys .. ol = 2' PunKt staly q = '5 przycIaga

",szystkie punkty z odcinka (O, l).

j2t

G(t) = (rp o F o rp-l)(t) =
2-2t

1

t < 2
1

t~2

z2 1
Wybierzmy taki punkt Xo E [O, 1], ze dla kazdego n ~ O.G"(xo) =F2 i niech (XI)?;'O bedzie

trajektoria wyznaczona przez G. PunktowiXo przyporzadkujemy ciag znaków(af(xO))?;'O,

gdzie af = O lub l wedlug zasady:

l
af = O, jesli Xf lezy na lewo od punktu -,

2

1
al = l, jesli Xf lezy na prawo od punktu -.

2

Poniewaz G tPodobnie jakF) przeprowadza odcinek [0,1] w-sposób ciagly na [O, l), mozemy
sformulowac--nastepujace lematy: \

Rys. 5. Rysunek pomocny przy rozwiazywaniu
zadania

y = l -2x,
z = y+iYl-y2;

Z2 = (2yL 1)+2iyyi-=- y2,

re Z2 = 2y2 - l.

Lemat 1.Dla kazdego ciagu(Af)?;,o zlozonego z zer i jedynek istnieje taki punktXo E [0,1],
ze (af(xO))?;'o = (Af)?;,o.

Lemat 2. Dla takiego punktuXo E [O, l], ze ciag (at (xo))?;'o jest okreslony, definiujemy zbiór

I.(xo) = {x E [O, 1]: af(x) = af(xO) dla i = O, l, ... n l-

I
Wówczas zbiór I.(xo) jest odcinkiem o dlugosci --. Jesli c,d sa koncami tego odcinka, to albo

2"-1'1

Dowody (nietrudne) obu lematów zostawiam czytelnikom. Mozemy udowodnic teraz

Twierdzenie. W dowolnie krótkim odcinku otwartym zawartym w[O., l] znajduje sie punkt,

którego trajektoria wyznaczona przez G zawiera punkt ~ (to znaczy: przeciwobrazy punktu. 2

~ sa geste w[O, 1]).

0F_G'~
Rys. 6. Wykres funkcji F przed i po

zamianie zmiennych.

1
G·(c) = -, albo

2

1
G"(d) = 2'
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Rys. 7. Wykres przeksztalcenia G3. /2(XO) jest

odcinkiem monotonicznosci dlaG3. Ogólnie:

/"(xo) jest odcinkiem monotonicznosci
dla G"".

Rozwiazanie zadania F 154. Klucz zeslizguje

sie z preta wahajac sie równoczesnie. Gdy

pret zaczyna sie obracac, predkosc wzgledna
punktu zetkniecia klucza jest prostopadla do

osi podluznej preta. podobnie jak przeciwnie
skirrowana sila tarcia kinetycznego.
W kierunku pro.topadlym do predkosci
tarcie statyczne znika (patrz zad. F120

w Deleie 8/1982) i klucz rozpoczyna

zeslizgiwanie sie. Pojawia sie wtedy skladowa
sily tarcia kinetycznego wzdluz preta, która

hamuje ten ruch. Plynnosc lub "skokowosc"
zeslizgiwania sie klucza zalezy od wartosci

predkosci katowej preta.

Drgania poprzeczne wzbudza juz w pierwszej
chwili ruchu wspomniana wyzej sila tarcia

statycznego. Jest to bardzo uproszczony opis.

Aby sie o tym przekonac. proponujemy
Czytelnikom zastanowic sie, jak zmieniaja sie
sily dzialajace na klucz podczas bardzo

powolnego narastania momentu obrotoweeo

przykladanego do preta.

A oto wniosek z powyzszego' twierdzenia.

Dla dowolnego x E [0, l] przeciwobrazy x (czyli takie punkty, których trajektoria zawierax)

sa-geste w odcinku [O, l].

Dowód twierdzenia: Wezmy odcinek(a, b) c [0, l] i podzielmy go na trzy równe czesci
punktami r, s (a < -r < s < b). W odcinku [y, s] istnieje punkt Xo, dla którego ciag(a 1(.\"0»;';, o jestl b,.-a

okreslony (dlaczego?). Wezmy takien, aby -- < --o Wówczas odcinekI"(xo) jest zawarty. 2"H 3
w (a, b). Z lematu 2 wynika, ze przynajmniej jeden jego koniec ma trajektorie przechodzaca

l l
przez punkt -. Znalezlismy wiec przeciwobraz punktu - w odcinku(a, b).

2 2

Dowód wniosku przebiega zupelnie podobnie, trzeba tylko pamietac, ze["(xo) jest jednym

z odcinków monotonicznosci dla G"H i ze .obrazem (przy przeksztalceniu Gn+t) kazdego odcinka
monotonicznosci jest caly odcinek [O, 1].

Wreszcie mozemy zaczac czerpac korzysci z naszej pracy i przypomniec sobie o wlasciwym
obiekcie naszych' zainteresowan - o funkcjiF. Pokazemy, ze dlaF tezy twierdzenia i wniosku
tez sa prawdziwe. Istotnie, wezmy dowolny odcinek otwarty(a', b/) c [0, l]. Funkcja rp
przeksztalca (a', b') na pewien odcinek(a, b). Z twierdzenia wiemy, ze istnieje takiez E (a, b),l
ze G"(z) = -- dla pewnegon. Wówczas

2 .

F"(rp-l(Z» = tp-t(G"(z» = tp-l ( ~) = ~.
l

Poniewaz tp-l(Z) E (a', b'), wiec znalezlismy przeciwobraz punktu -- w odcinku(a', b/) .
. . 2-

Wniosek otrzymujemy podobnie, znowu poslugujac sie zamiana zmiennychlp.

Uzyskalismy wiec pelny opis trajektorii wyznaczonych przezF. Punkt, którego trajektorial
nie zawiera punktu -, odpowiada pewnemu ciagowi(at)j':.o zer i jedynek (i na odwrót). PonadU,

2 -

l
punkty, których trajektorie zawieraja -, sa geste w odcinku [O, l] (w poprzednio -rozpatrywanych

2
przypadkach tak oczywiscie nie bylo - dlaczego?).

Sytuacja jest calkiem inna niz poprzednio. Latwo na przyklad zauwazyc prawdziwosc
nastepujacego faktu: dla dowolnie krótkiego odcinka otwartegoJ c [0, l] istnieja takie n E N
oraz punkty x, y E J; ze

l
If"(x)- f" (y) I > -.2

Mówiac obrazowo: trajektorie dowolnie bliskich punktów "rozejda sie" po pewnym czasie.
Przyszlosc ukladu zalezy bardzo mocna od stanu poczatkowegoXo. Wystarczy zaburzyc go
odrobine, a historia potoczy sie zupelnie inaczej ...

Opisane tu przypadki naleza do naj prostszych i jednoczesnie pokazuja dwie skrajne sytuacje,
jakie moga tu miec miejsce.

Dla posrednich wartosci parametrua otrzymuje sie w pewnym sensie "stany posrednie". Moze
sie wiec zdarzyc, ze przeksztalcenie.r. ma sciek.i wówczas trajektorie prawie wszystkich (w sensie
miary) punktów daza do tego scieku. W pozostalych przypadkach prawdziwa jest teza naszego
twierdzenia (choc dowód jest duzo trudniejszy).

Wielu problemów zwiazanych z przeksztalceniami tej rodziny nie umiemy dotad rozwiazac. Te
niewinne funkcje okazuja sie bowiem bardzo oporne przy próbach szczególowego badania.

W szczególnosci proste pytanie: "czy zbiór tych parametrówa, dla których.r. ma sciek, jest gesty
w odcinku [O,4]?" wciaz czeka na odpowiedz.

We wstepie odwolywalismy sie do wyimaginowanego "ukladu fizycznego". Warto wiec wyjasnic,
ze przeksztalcenia tego typu rzeczywiscie sluza w ekologii jako model opisujacy wzrost
IiczebI\osci populacji pewnych owadów. Natura matematyczna takich przeksztalcen jest jednak
na tyle frapujaca, ze warto sie nimi zajmowac, nawet gdyby nic "rzeczywistego" nie oznaczaly.
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