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Rozwiazanie zadania M 372. Niecha i b

beda wektorami jednostkowymi/lezacymi na '
pólprostych Op i Oq, odpowiednio. Wówczas
srodkiem odcinka o koncachA = ta+ ma,
R = tb jest punkt

I I m
C = 2'(A+B) = 2't(a+b)+ T a, skad
widac. ze przy zmieniajacym siet punkt C
lezy na p6lprosteJ równoleglej do
dwusiecznej kata miedzy danymi pólprostymi

. In
i wychodzacej z punktuT a.

Gdy Kartezjusz stworzyl geometrie analitycznajtj. sposób uprawiania geometrii za pomoca
rachunków na wspólrzednych punktów), sprowadzajac ja tym samym do pozycji jednego
z dzialów arytmetyki, wybuchl wielki entuzjazm. Okazaló sie, ze caly szereg nie rozwiazanych
problemów udalo sie tymi nowymi metodami rozwiazac. A przeciez w nauce nie chodzi o to,
jakich (byle oczywiscie poprawnych) metod uzywamy, tylko o rezultaty.

Nie wszyscy jednak byli tego zdania. Gottfried Wilhelm Leibniz mial powazne obawy, czy
arytmetyzacja geometrii nie spowoduje, ze bedzie sie w niej rozpatrywac przewaznie, a moze
jedynie, te tylko problemy, które dobrze poddaja sie arytmetyzacji. Dzis, po uplywie ponad trzech
stuleci, wielu sadzi, ze tak wlasnie sie stalo, jak to "wykrakal" Leibniz, ze szkoda dla naj starszej
galezi nauki - geometr.ii~ Leibniz nie mial nic przeciwko rachunkom, twierdzil jednak, ze jesli
chcemy w geometrii rachowac, to rachujmy na obiektach geometrycznych: Zdanie to, zwane
programem Leibniza, uznano jednak za przesadny puryzm metodologiczny po pierwsze dlategó,
ze geometria analityczna swiecila triumfy, po drugie dlatego, ze nikt nie wiedzial, o jakie to
geometryczne rachunki mogloby chodzic.

A'B=D'C,

A·B·C·C=D·C,

a poniewaz C· C to identycznosc (C jest przeciez inwolucja), wiec

bilk·l=!·k

Czytelnik zechce sam sprawdzic, ze

co oznacza, zeAB = De.

Pod koniec XIX wieku idea Leibniza ozyla. Dunski matematyk Hjelmslev wskazal obiekty
geometryczne, na których mozna bylo rachowac. Zauwazyl mianowicie, ze punkty stale
inwolucji bedacych podobienstwamiW przestrzeni, np. euklidesowej, tworza pod przestrzenie tej
przestrzeni (wyjasnienie: inwolucja to przeksztalcenie odwrotne do samego siebie).
Istotnie: jedyne inwolucje (co latwo stwierdzic przez przeglad wszystkich podobienstw) to
symetrie srodkowe (jeden punkt staly), symetrie osiowe (prosta punktów stalych) i symetrie
plaszczyznowe (plaszczyzna punktów stalych). Jak rachowac na przeksztalceniach - wiadomo-
mozna je skladac (wykonywac kilka po kolei).

Stworzona przez Hjelmsleva mozliwosc podchwycil Kurt Reidemeister wskazujac, jak pieknie
i prosto mozna opisac szereg faktów geometrycznych za pomoca takich rachunków. Traktujmy
punkt A jako to samo, co symetria srodkowa o srodku wA, prosta k - jako to samo, co
symetria osiowa o osik (ograniczymy sie dalej do geometrii plaszczyzny). ZatemA . B to zlozenie
symetrii wzgledemA i wzgledem B, czyli przesuniecie o wektor 2·AB. Wszelkie zas równosci to
juz fakty geometryczne. Na przykladA . B = C· D mówi, zeAB = cD.
Podobnie A . B· C = D oznacza, zeABCD jest równoleglobokiem: istotnie mamy

y

k·/.m=n oznacza, zek i l sa prostopadle, oraz ze

Prosta n mozna znalezc odkladajac od
prostej m kat II.:. Dlaczego?

n m

A·k=k·A

mówi, iz punkt A lezy na prostej'k.

Geometria daje sie wiec opisac Zgodnie z programem Leibniza, choc Reidemeister nie umial
jeszcze tego w pelni zrealizowac. Umial natomiast zapalic do tej idei swoich licznych uczniów.
Ich prace dostarczaly coraz to nowych regul hjelmslevowskich rachunków. Punktem
przelomowym byly tu dwa twierdzenia udowodnione w 1941 roku przez Arnolda Schmidta:

dla dowolnych trzech prostychk, l, m majacych wspólny punkt (wspólna prostopadla) istnieje
p taka prosta n, ze k . l· m = n,

co formalnie mozna zapisac tak:

A Vk'P=P'k/'d'P=P'IAm'P=P'm~k'l'm=n,
k,J,m,P n

k·/·m=n A V k· p = p . k A l· p = p . l A m .p = p . mA #- (k, l, m,p) ~ k . l· m = n.
I.:,Lm,p n

Prosta n mozna znalez.c odkladajac od
prostej m wektor Ik. Dlaczego?

Polskiego tlumaczenia tej ksiazki dotad nie
ma. Jest natomiast dostepne w bibliotekach
tlumaczenie rosyjskie:
TIocTpoeHHe reOMeTpHH na OCHOBe ilOHHTHH

CHMMeTpHH.

I dalej juz poszlo szybko. W 1959 roku Friedrich Bachmann opublikowal piekna i bogata
monografie"Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff",w której przedstawil geometrie
wylozona wlasnie w sposób wymarzony przez Leibniza - jako opisane wyzej geometryczne
rachunki. W Niemczech ten sposób do tego stopnia stal sie popularny, ze chyba niedaleka jest
chwila, gdy stanie sie on tam sposobem nauczania geometrii w szkolach.
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