
Stulecie Plaszczaków Czy trzeci wymiar jest poznawalny?

E. A. Abbot: "FIalIand", London, 1884;
mamy wiec wlasnie stulecie.

Czyz nie przypomina to problemu, czy
Ziemia jest plaska?
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Doc. dr Leslaw W. SZCZERBA

Zagadnienie poznania geometrii Wszechswiata od dawna zaprzatalo umysly .
. Przez wieki obowiazywala hipoteza, ze we Wszechswiecie obowiazuje geometria

euklidesowa, taka jakiej uczylismy sie w szkole. Obecnie kosmolodzy odrzucaja
te hipoteze na rzecz bardziej skomplikowanych. Czy w ogóle mozliwe jest
badanie geometrii Wszechswiata? Kluczem jest tu pomysl opisany w 1884 roku
przez E. A. Abbota: Wyobrazmy sobie istoty dwuwymiarowe, Plaszczaków,
zyjacych na powierzchni kuli. Kula ma wymiary duze w porównaniu
z Plaszczakami, tak, ze Plaszczacy poczatkowo byli przekonani o tym, ze w ich
Wszechswiecie obowiazuje dwuwymiarowa geometria euklidesowa. Panstwo
Plaszczaków mialo ksztah kola, w którego srodku znajdowala sie stolica. W miare
uplywu czasu waleczni Plaszczacy powiekszali swoje panstwo, zachowujac jednak
jego kolisty ksztalt. Poczatkowo dlugosc granic obliczona ze wzoru2nr, gdzie r
bylo odlegloscia granic od stolicy, wydawala sie dokladna. Po pewnym czasie
pojawily sie rozbieznosci pomiedzy teoria a pomiarem, ale zwalono wszystko
na nie,dokladnosc pomiarów. Gdy jednak dlugosc granic zamiast rosnac zaczela
malec, trzeba bylo zrewidowac teorie.

Aby móc zastanawiac sie dalej nad geometria Wszechswiata, trzeba sie umówic,
czemu w rzeczywistosci odpowiadaja abstrakcyjne pojecia geometryczne, takie
jak na przyklad "proste" lub "odleglosc".

Zazwyczaj odpowiada sie na ten problem nastepujaco: swiatlo rozchodzi sie po liniach
prostych, a· wiec prostymi powinny byc promienie swiatla, a poniewaz predkosc
swiatla (w prózni) jest stala, wiec odleglosc jest to czas potrzebny swiatlu na
przebycie mierzonej drogi. Scislej jest to jednaz odleglosci: swiatlo moze biec po kilku
prostych. Wyobrazmy sobie cienka plytke szklana, gladka, to znaczy bez zalaman, lecz
powyginana na rózne sposoby, plytka ta zostala posrebrzona po obu stronach,
tworzac podwójne lustro zwrócone odbijajacymi stronami do srodka. Swiatlo
wpuszczone do tefplytki nie moze jej opuscic i rozchodzi sie po pewnych
krzywych, które zgodnie z nasza kosmologiczna definicja prostej beda prostymi
w wewnetrznej geometrii naszej plytki. Te same proste otrzymamy usuwajac
plytke i naciagajac gumowa nitke pomiedzy pozostalymi srebrnymi okladzinami.
Oczywiscie zamiast o plytce, która jakkolwiek cienka, ma jednak pewna grubosc,
powinnismy mówic o dwuwymiarowej powierzchni, zwanej dwuwymiarowa
przestrzenia Riemanna. Proste opisane przez doswiadczenie ze swiatlem lub
gumka nosza nazwe krzywych geodezyjnych. Jesli w takich przestrzeniach
umówimy sie mierzyc odleglosc wzdluz geodezyjnych, otrzymamy geometrie
riemannowskie na ogól rózne dla róznych powierzchni.

Plaszczaccy geometrzy odkryli po wielu wysilkach, ze ,swiat ich ma ksztalt kuli.
Gdybysmy chcieli powtórzyc ich sukces, musielibysmy uogólnic pojecie
przestrzeni Riemanna na wiecej wymiarów. Nie stwarza to jednak trudnosci
(poza rachunkowymi). Podobno Karol Fryderyk Gauss byl pierwszym, który
podjal próbe sprawdzenia, jaka geometria obowiazuje w naszym swiecie.
Wykorzystal w tym celu twierdzenie o sumie katów w trójkacie. W geometrii
euklidesowej suma ta wynosi 180°, natomiastw geometrii odkrytej przez Gaussa,
a. zwanej dzis geometria Bolyai-Lobaczewskiego, jest mniejsza ; róznica nosi
nazwe defektu trójkata ,ijest proporcjonalna do jego powierzchni. Gauss
korzystajac z tego, ze wlasnie prowadzil pomiary Królestwa Hanoweru, wybral
trzy góry: Hohenhagen, Jnselberg i Brocken jako wierzcholki trójkata,
pomierzyl katy, dodal i ... za pomoca wymyslonego przez siebie rachunku
bledów wykazal, ze róznica jest zbyt mala, by swiadczyc o czymkolwiek: mozna
ja wyjasnic bledami pomiaru.

Doswiadczenie Gaussa wskazuje, jaka droga nalezy postepowac: nalezy wybrac
pewna liczbe punktów i pomierzyc, powiedzmy, odleglosci pomiedzy tymi
punktami, a nastepnie spróbowac odwzorowac te punkty w jakas przestrzen
Riemanna tak,-by pomierzone odleglosci zgodzily sie z teoretycznymi. Ze
wzgledów praktycznych trudno sie spodziewac, by wybranych punktów bylo
nieskonczenie wiele. N iech Zatem beda to punktya l, ... , an• Mozemy ·przypuscic .•
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ze dla dawalnych punktów adleglasc bedzie liczba nieujemna, ze bedzie zerem
wtedy i tylko. wtedy, gdy punkty sie pakrywaja, ze adleglasc adai do. aj jest
taka sama jak adleglasc adaj do. ai' Paniewaz punktów jest sko.nczenie wiele,
wiec i o.dleglo.sci miedzy nimi jest sko.nczenie wiele, musi zatem istniec
najmniejsza adleglasc miedzy róznymi punktami. Wezmy teraz o.krag o. srednicy
jeszcze mniejszej i rozmiescmy na nim punktybl, ..., bn• Odleglo.sc bi ad bj
jest zatem mniejsz~ ad odleglosciai o.d aj. Przygo.tujmy teraz kalpaczki wyciete
z wykresu funkcji/(x,y) = ~(X2+y2_fJ2)2/{34 i po.pll'yklejajmy je na o.dcinkach
laczacych wybrane punkty na o.kregu zrecznie docierajac parametryex i {3tak,
by nie \\'lazily na o.dcinki laczace inne punkty i aby w tak o.trzymanej
przestrzeni Riemanna adleglasci miedzyhi i bj byly równe o.dleglo.scio.m miedzy
ai i aj. Zinterpretowalismy zatem nasze daswiadczenie w pewnej dwuwymiarowej
geo.metrii Riemanna.

Wynik jest do.Sc iaskakujacy: bez wzgledu na to., jaki jest wynik daswiadczenia,
. mo.zna go. zinterpreto.wac w geo.metrii plaskiej. Oznacza to., ze nie mo.zna
wykluczyc, ze w naszym Wszechswiecie o.bo.wiazuje geo.metria plaska! Co. wiecej,
jesli zasade brzytwy Ockhama razumiec jako. pastulat przyjmawania
najprastszych razwiazan, to. musimy przyjac, ze Wszechswiat (a my z nim) jest
plaski. Przyzwyczajano. nas juz przeciez do. niewierzenia naszym o.czo.m: Ziemia
(poda bn0.) nie jest plaska, za to. krazy do.ko.la Slanca; w krysztalowo. czystej
wadzie znajduja sie tysiace zyjatek...

Maze jednak mój wnio.sek jest zbyt pocho.pny. Ostatecznie po.kazalem tylko,
jak ko.nstruo.wac o.dpo.wiednia przestrzen Riemanna w przypadku daswiadczenia
palegajacego tylko. na mierzeniu adleglasci. Ko.nstrukcja ta nie daje sie zastoso.wac
juz w przypadku daswiadczenia Gaussa palegajacego. na mierzeniu katów. Dla
takich daswiadczen równiez potrafie sko.nstruo.wac o.dpo.wiednia po.wierzchnie
Riemanna. Nie umiem jednak udawadnic, ze mo.zna to. zrobic dla dawalnego.
doswiadczenia. Nie pazastaje mi zatem nic innego., jak tylko aglasic kankurs na
zapro.jekto.wanie takiego. daswiadczenia, które o.statecznie. o.balilo.by zako.rzenio.ny
przesad, ze zyjemy w trójwymiaro.wej przestrzeni ..

Rozwiazanie zadania F 159. Calkowite

wygaszenie odbicia nastapi wtedy, gdy
amplitudy obu rai odbitych beda takie same.

a róznica dróg optycznych równa nieparzystej

wielokrotnosci polowy dlugosci fali. Drugi

z tych warunków spelniony jesl, gdy

A

d = 4n"

gdzie n' jest wspólczynnikiem zalama.nia
napylonej warstwy.
Dla plaskiej rali elektromagnetycznej

padajacej prostopadle na granice dielektryków

(o wspólczynnikach zalamania n' i 11) stosunek

amplitud pola elektrycznego rali padajacej Eo
i odbitej E jest równy

E n-n'
Eo -- -;;-+n7"

Jesli zaniedbamy wielokrotne odbicia, to

otrzymamy stad warunek równosci amplitud

n'-] n-n
n'+1 = n+n"·

a stad n' = yn.
Dla swiatla o dlugosci faliA = 550 nm

(najwieksza czulosc oka) oraz11 .= 1,516

(szk/o lypu crown) grubosc warstwy wynosi

d", l 10 nm, a n' = 1,231. Czesto dla

wygaszenia rai odbitych o róznych barwach

pokrywa sie szklo kilkoma warstwami
substancji przeciwodblaskowej.
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Rozwiazanie zadania M 374. Gdyn ,;; 4,

teza naszego zadania jest w oczywisty sposób
prawdziwa. Przypuscmy teraz, ze zadane
pokolorowanie istnieje dla wszystkich ukladów

In kól i rozpatrzmy pewien ukladm + l kól.

Ustalmy pewien punkt O i wybierzmy kolo K,
którego srodek lezy najdalej odO. Srodki

wszystkich kól naszej konfiguracji leza
w kole domkrtietym. na którego obwodzie

lezy srodek K. Wynika stad, zeK moze byc

styczne najwyzej do trzech innych kól.
Usuwajac K otrzymamy uklad m kól, dla

którego zadane pokolorowanie istnieje
na mocy zalozenia indukcyjnego. Wystarczy
leraz pomalowac K na kolor rózny od barw

kól slycznych do K, aby zakonczyc krok
indukcyjny.

Przyklad konfiguracji, której nie mozna

pokolorowac trzema barwami, pokazuje
rysunek.

Rozwiazanie zadania M 376. Mnozac obie

strony równania przez sin ~ mamy
7

16sin ~ cos ~ cos ~ cos -~ cos~~ =
7 7 7 7 7

= sin~, skad 8sin ~ cos ~ cos~ X
7 7 7 7

xcos!~ = 4sin ~~ ces~ cos~ =
7 7 7 7

. 8x 8x . 16x . x
= 2SlfiTcosT = sm·-7= Sin"

. I~ . x .
czyli O = sm -7 - - sm -;;r ' skad otrzymujemy
dwie serie:

14 7n

x = -15-b, x = (2k+ I)' T'f'

Jezeli jednak :~ kn = 7nn (czyli k = 15 m,

7n
n = 2m), lub (2k + l) 17 = 7nn,
(czyli k = 17m+ 8, n = 2m+ 1), to

olrzymane pierwiastki nic spelniaja równania

wyjsciowego (wprowadZiliSmy je nmazac

~asze równanie przez sin ~-). Ostatecznie
wiec rozwiazaniami naszego równania sa:

x=~b 15lki15
7n

x=(2k+/)'Ti Plk-R.


