
ROZPOCZNIJ CZYTANIE OD SZESNASTEJ STRONY

Twierdzenie Hadwigera wynikaZ lematu 2° Ogniwo w moze lezec na scianieW (ale nie krawedzi).
Wtedy (rys. 11) .

(**) mf(y,) + ... + mf(y,) = m(f(y,) + ... + f(y.».

Lemat. Jesli wieloscianW daje sie rozlozyc na wielosciany
w" ... , W.; M jest zbiorem zawierajacym liczben i wszystkie
katy dwuscienne wieloscianówW, w" ... , W.;f jest taka
addytywna funkcja okreslona naM, zef(n) = O, to

f(YI) + ... +f(y.) = o.y, + ... +y, = n

J.R.
f(W) =f(V).

Musimy jeszcze wiedziec, ze funkcje addytywna na zbiorze
skonczonym mozna tak rozszeJ:zyc do wiekszego zbioru
skonczonego, by byla nadal addytywna. Oczywiscie wystarczy
wiedziec, jak rozszerzac na zbiór, który ma jeden element wiecej.
PrzypuSCmy, ze funkcjaf jest addytywna na zbiorzeM i a l M.
Jesli dla zadnej róznej od zera liczby calkowitejk oraz dla
zadnych al> .•. , a. E M i k" ... , k. E Z nie zachodzi

to mozemy jakof(a) wziac dowolna liczbe rzeczywista. Jesli
natomiast (***) zachodzi, to okreslamy

1
f(a) = - (k,J(a,)+ ... +k.f(u.».

k

A oto dowód twierdzenia. PrzypuSCmy, zeW daje sie rozlozyc na
W" ... , W.; V na V" ... , V. oraz" wielosciany
WJ i V} (j = 1, ... ,n) sa przystajace. Funkcje addytywnaf
na zbiorze M (patrz sformulowanie twierdzenia) rozszerzamy
do funkcji addytywnej f* okreslonej na zbiorzeM* zawierajacym
zbiór M i wielkosci wszystkich katów dwusciennych
wieloscianów W" ... , W. (a wiec i V" ... , V.). Z lematu

Liczba f (a) jest dobrze okreslona. Jesli
la=/,b,+ ... +/mbm·(/,/,; ... ,/mEZ; b" .. :,bmEM, I#O),to
k(/,b, + ... +/mbm) = I(k,a, + ... +k.a.),

wiec k(l,J(6,H '" +/mf(bm» = l(k,J(a,H ... +k.f(a.»,
gdyz funkcja f jest addytywna naM. Zatem

l l
-(k,f(a,H ... +k.f(a.» = -(/,J(b,)+ ... +/mf(bm».k I

f(W) = r*(W) =f*(W,H +f*(W.),

f(V) =f*(V) =f*(V,)+ +f*(V.),

ale oczywiscier*(V,) = f*(W,), tak wiec

Zarówno w przypadku 1°, jak i 2°(**) jest równe zeru.

"]0 Jesli nie zachodzi zaden z poprzednich przypadków, to
ogniwo w lezy na krawedzi W.Teraz y, + ... +Y. jest równe

. albo oc, albo n- oc, gdzie oc jest odpowiednim katem dwusciennym
W (rys. 12). W obu przypadkachf(y,H ...+f(y.) = f(oc)
i (**) jest równe wadze ogniwaw w wieloscianie W.Tak wiec
suma po prawej stronie równa jest niezmiennikowi Dehna
wieloscianu W.

f(y,H ... +f(y.) =f(71:) = O.

f(W) = f(W,) + ... +f(W.).

l ° Moze sie zdarzyc, ze ogniwow jest zawarte we wnetrzu
wieloscianu W (nie biorac pod uwage koncóww). Jesli kazdy
z wieloscianów W" ... , W. zawierajacy ogniwow zawiera je
w pewnej krawedzi, to suma katówy, tworzy Kat pelny (rys. 9)
i y, + ... +y.-2:n = O.

Punkcja f jest addytywna, wiecf(y,) + ... + f(y,) = 2f(n) = O.

Jesli jeden z wieloscianów WH I, ... ,W.zawiera w we wnetrzu
pewnej sciany, to (rys. 10)

Podobnie dla innych krawedzi. Sumujac otrzymujemy zadana
równosc. Analogicznie niezmiennik Dehna wieloscianuW, jest

równy sumie wag (wW,) ogniw lezacych na jego krawedziach.
Tak wiec dla obliczenia prawej strony(*) trzeba zsumowac wagi
wszystkich ogniw we wszystkich wieloscianachW" ... , W•.

Obliczmy, z jakim wspólczynnikiem wchodzi do·tej sumy
dlugosc m pewnego ogniwaw.

Oznaczmy przezy" , y. katy dwuscienne (przyw) ~ych
z wieloscianów W,s W.,w których krawedzi zawarte jest
ogniwo w. Dla wygody zalózmy, ze sa to wieloscianyW,, ..., W,.
Oczywiscie suma wag ogniwaw w wieloscianach W" ... , W. jest
równa

Na krawedziach wieloscianuW oraz wieloscianów W" ... \, W.

zaznaczmy wszystkie wierzcholki tych wieloscianów oraz punkty,
w których przecinaja sie krawedzie (rys. 8). Kazda krawedz
zostanie podzielona na drobniejsze odcinki, Nazwijmy je
ogniwami. Tak wiec kazda krawedz kazdego z wieloscianów
sklada sie z jednego lub wiecej ogniw. Dla ogniwa zawartego
w krawedzi wieloscianu W okreslamy jego wagl<wzoremm .f(oc),

gdzie m jest dlugoscia ogniwa ioc wielkoscia k4ta dwusciennego
(wieloscianu W) przy krawedzi zawierajacej to ogniwo. Podobnie
okreslamy wagi ogniw w wieloscianachW" ... , W•.

(*)

Latwo zauwazyc, ze suma wag (w wieloscianieW) wszystkich
ogniw lezacych na krawedziachW jest równa niezmiennikowi
Dehnaf(W). Istotnie, jesli np. krawedz wieloscianuW
o dlugosci l, sklada sie z ogniwo dlugosciachm" mz, m3
(rys. 8), a kat dwusCienny (wieloscianuW) przy niej jest równy
OC" to 1,J(oc,)= m,J(oc,)+ md(ocz)+ m3 f(rx.3)'

(Jesli dwa wielosciany zawierajaw we wnetrzach scian, tow
nie moze byc ogniwem).

(Na podstawie ksiazki W. G. Boltianskiego "Trzeci problem
Hilberta")

Roxwiaz&Die zadania M 382. Oznaczmy
x+ y = 5.

(x+ y)' + 3x+ y s'+s
Mamy n = --2- --- = --2- +x,
a warunki O ::s; x. O ~ y, x, y calkowite

mozemy zapisac Vi formie :e, s calkowite.
O ., x ., s. Wynika stad; ze dla ustalonego

. { S2+ S $2 + ss:xe(O,I, ... ,s}lne -2-' --2+
S2 +5 }+1, "--2--+s.

Z .. s' .•.s l (s+ 1)2+ (s + I)
auwazmy. ze -2- +5+ =.

0'+0
oraz -2- = -O.

Tak wiec kazda liczba naturalna n nalei:y do
dokladnie jednego z przedzialów domknietych

[ 52 + s 51 + s ] .-2-' -2-: + s. ' wyznaczajac w ten

sposób s(n), a jej9'iejsce w tym przedziafe
wyznacza x(n). Wystarczy teraz polozyc

y(n) = s(n) - x(n), by uzyskac pare (x, »

k. (x+y)2+3x+y
ta a, ze n = ---2---

Rozwiazanie zadania M 381. Zauwazmy. ze
lamana POQ dzieli wielokat na dwa wielokaty
o równych polach. (Aby sie o tym przekonac,

wystarczy polaczyc O z wierzcholkami tych

wielokatów i zauwazyc, zew ten sposób
podzielilismy je na trójkaty o wysokosci

równej promieniowi okregu wpisanego).
Poniewaz jednak, zgodnie z zalozeniem .
prosta PQ polowi pole naszego wiel0kata.

trójkat POQ musi miec pole równe O, a wiec
O lezy naprostej PQ.
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niz

Rys. 1. BokAB jest najdluzszym bokiem
trójkata ABC (wtedy spodek wysokosci

spuszcwnej z C lety wewnatrz odcinkaAB).
Trójkaty I i l' oraz 2 i 2' sa przystajace.

c

D

B

c

E
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A

A

Rys. 3

Iim (n+I)(2n+1) 'S'h=~S'h
n-+oo 6n2 3'

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie
dla graniastoslupów zawartych w
czworoscianie otrzymamy nierównosc
przeciwna. Tak wiec objetosc czworoscianu

ABCD musi byc równa+ S·h.

Rys. 2.AF· AB = AG' AC, czyli _A~ _
• AC

= AG . Tak wiecBG iI CF i, podobnie,
AB .

DE II BG. Trójkaty GHF i BCl sa zatem
przystajace(GF = Bl) -- podobnie trójkaty
EF/ i DHC. JeSli odcinekFC przecina
odcinek GK (tzn. jesli 2' AB > AC), to
podzial jest zakoncwny(ACDG = AGHIB u
v DHC v BCl: ABEF = AGHlB u EFl u
u GHF). Jesli 2·AB .; AC, to zamiast
prostokata ABEF rozpatrujemy równowazny
przez podzial prostokatA' B' E' F', dla
którego 2 .A' B' > AC (rys. 3).

Oznaczmy:S - pole powierzchni podstawy
czworoscianuABCD, h - jego wysokosc.
Obliczamy sume objetoscin (podobnych)

graniastoslupów o wysokosciach!!..., których. n

suma teoriomnogosciowa zawiera czworoscian

ABCD (na rys. 5n = 5). Graniastoslup

k-ty od góry ma pole podstawy(~r·S.
Tak wiec szukana suma objetosci jest równa

~'h'S'(P+2'+ +n') =3 ...n

= (n+I)(2n+I) 'S./r
6n' '

czyli objetosc czworoscianu nie jest wieksza

F.---,E

l
A

F

nazywamy niezmiennikiem Dehna wieloscianuW.

Twierdzenie (Hadwiger). Niech~I, ••• , etp beda katami dwusciennymi WieloscianuW,a PI, ... ,P.

katami wieloscianu V. Jesli istnieje taka funkcja addytywna na zbiorzeM zawierajacym

n, a:I, ... , a:p, PI, ... , P., zeI( W) -# I( V), to W i V ~e sa równowazne przez podzial.

Tak wiec dla kazdego szescianuQ : I (Q) -# f(Hl) i, na podstawie twierdzenia,Q i Hl (czyli
równiez HI i Hl) nie sa równowazne przez podzial.

W szkole wzoru na objetosc czworoscianuC (+ .pole podstawy . WYSOkOSC)uczono mnie tak:
dzielóno pewien graniastoslup o tej samej podstawie i wysokosci co czworoscian C na takie
trzy czworosciany C.,Cl, C3 (rys. 4), ze C, iCl, a takze Cl i C3 mialy takie same podstawy
i wysokosci, a ponadto CI byl przystajacy do C. Tak wiec objetosc C byla trzy razy mniejsza od
objetosci graniastoslupa.
Ale skad wiadomo, ze czworosciany o takich ~amych podstawach i wysokosciach maja równe
objetosci?
W plaskim przypadku latwo podzielic trójkat na dwa trójkaty i trapez tak, llby dal sie z nich
zlozyc prostokat (rys. 1) o tej samej podstawie i dwa razy krótszej wysokosci. Tak wiec dwa
trójkaty o równych podstawach i równych wysokosciach maja równe pola. Co wiecej, mozna
pokazac, ze jesli dwa prostokaty maja równe pola (iloczyny boków), to jeden z nich daje sie
podzielic na skonczona liczbe wielokatów, z których da sie zlozyc drugi (rys. 2 i 3).
Moze to samo uda sie z czworoscianami? Nazwijmy równowaznymi przez podzial (w skrócie

rpp) dwa wielosciany, z których pierws'zy da sie tak podzielic na skonczona liczbe wieloscianów,
by z otrzymanych kawalków mozna bylo zlozyc drugi. Czy kazde dwa czworosciany o równych

podstawach i równych wysokosciach sarpp? Pytanie powyzsze nazywane jesttrzecim problemem
Hilberta. Negatywna odpowiedz podal w roku 1900 M. Dehn. Autorem innego - prostszego-
dowodu jest H. Hadwiger (1954 r.). Tak wiec, aby uzupelnic dowód podany na poczatku artykulu,
trzeba korzystac z przejscia granicznego (rys. 5), jak np. uzasadnia sie regule Cavalieriego.
Pokazemy, ze ,.zla", tzn. nierpp, para czworoscianów sa czworoscianyHI i Hl (rys. 6).
Zauwazmy, ze relacjarpp jest relacja równowaznosci. Latwo pokazac (rys. 7), izHI jest rpp
z graniastoslupem o podstawie trójkatnej. Przeksztalcajac podstawe tego graniastoslupa
w prostokat (tak jak na rys. l) stwierdzamy, zeHI jest rpp z pewnym prostopadloscianem.
Kazde dwa prostopadlosciany o równych objetosciach sarpp (wystarczy dwukrotnie zastosowac
dla ich podstaw podzial z rys. 2 i 3f Tak wiec ostatecznieHI jest rpp z pewnym szescianem.
Pokazemy, zeHl nie jest rpp z zadnym szescianem (nawet o. równej mu objetosci). Znajdziemy
mianowicie pewienniezmiennik równowaznosci przez podzial (czyli "cos", co jest takie samo
dla wieloscianów równowaznych przez podzial), który jest rózny dlaHl i szescianu.
Funkcje rzeczywistaI okreslona na podzbiorzeM liczb rzeczywistych nazywamyaddytywna,
jesli dla kazdych a., ... ,an E M i k!, ... , kn E Z (Z oznacza zbiór liczb calkowitych) spelniajacych
warunek k,al + ... +knan = O mamy kd(al)+ ... +kn/(an) = O.

Niech W bedzie wieloscianem,M zbiorem liczb rzeczywistych zawierajacym wartosci a:I, .•. ,a:p

wszystkich katów dwusciennychW (w radianach), II, ... , lp dlugosciami odpowiednich krawedzi,
aI funkcja addytywna naM. Liczbe

I(W) = ld(a:I)+ ... +lpl(a:p)

Jako wniosek z twierdzenia otrzymujemy, zeHl i zaden szescian nie sarpp. Katami dwusciennymi

HI sa n2 i a: (rys. 6). Oczywiscie, cos a:= ~. Z równosci tej wynika, iz ~ nie jest liczba
V3 n

wymierna (dowód w numerze). Na zbiorzeM = {n, ;, a:} okreslamy funkcjeI
I( ;) = I(n) = oJCa:) = 1. Funkcja I jest addytywna, gdyz jesli elementy zbioruM

spelniaja warunekkI!!.. +kln+k3a: = O, to k3 = O (inaCZej ~ = __2_k_1+_kl_)2 n k3

i kd(;)+ kd(n)+ k3!(a:) = O.

Obliczmy I (Hl) i I (Q) (Q - szescian o krawedzil).

I(Hl) = 3/(;) + 3 yZI(a:) = 3 yz.

!(Q) = 12([( ~) = o.

Trzeci problem Hilberta
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