
Ja rzeplvn.aC labirvnt? WIeze Hanoi

Najpierw nalezy napelnic labirynt woda, a potem wskoczyc do niego. Po wodzie
rozejda sie kregi. Pierwszy, który dotrze do punktu docelowello, nie tylko
pokaze, ze mojna tam doplynac, ale na dodatek przebedzie najkrótsza
z mozliwych dróg. Ten prosty eksperyment, bardziej intuicyjny niz fizyczny
(brak przeciez w jego opisie wielu zalozen co do fizycznych wlasnosci labiryntu)
latwo przeklada sie na 'precyzyjny jezyk liczb i algorytmów.

Narysujmy labirynt na kartce kratkowanego papieru. Obierzmy w nim punkt
startowy i docelowy. Ponumerujmy kolejnymi liczbami naturalnymi kregi,
rozchodzaoe sie wokól startu. Pamietajmy, ze scianki korytarzy labiryntu
calkowicie pochlaniaja dochodzace do nich kregi, a w katdym korytarzu moga
sie one rozchodzic tylko jeden raz.

Jezeli zapelnimy w ten sposób labirynt i nie dojdziemy do celu, to poszukiwanej
drogi nie ma. W przeciwnym przypadku - gdy dotr7emy wreszcie do miejsca
docelowego - droga istnieje, a znalezc ja latwo cofajac sie tak, by przeskakiwac
z jednego kregu na najblizszy, o numerze o jeden nizszym.

Opisany tu algorytm nie na wiele zdalby sie Tezeuszowi - nie mial on przeciez
planu labiryntu kretenskiego. Wykorzystywany jest za to przez twórców
programów komputerowych przeznaczonych do projektowania polaczen miedzy
elementami ukladów elektronicznych.

Na koniec pytanie dla dociekliwych:
W jaki inny sposób mozna numerowac kregi w labiryncie, by odnaleZCdroge
do celu? Jak uzyc do tego najmniejszej liczby róznych liczb?

K.B.

Symetrie

Ponizszy algorytm stanowi konstruktywny dowód twierdzenia:

Dowolne dwa przystajace trójkaty na plaszczY7nicmozna nalozyc za pomoca
nie wiecej niz trzech symetrii osiowych.

Jesli znajdziemy sie w.punkcie START z dwoma przystajacymi trójkatami
At A. A3 i A, Ai A;, to w punkCie STOP bedziemy mieli A,= A, dla
, = 1,2,3.

Czytelnik zechce sprawdzic, ze tak jest istotnie, a takze uzasadnic. ze jest to
dowód przytoczonego twierdzenia.

N/E

Aj przenies na jegoobraz symetryczny
wzgledem symetra-
lnej AiA;

Sprawdz, czy
i=3

----

Gdy w pepku swtata, indyjskim miescie Renares, stawial Brahma na brazowej
tabliczce trzy diamentowe paleczki o wysokosci jednego lokcia i o grubosci
tulowia pszczoly, wiedzial ju:i zapewne w swej niezmierzonej madrosci, ze nim
mnisi przeloza 64 7lote krazki i nastapi koniec swiata, ludzie beda podawac

gre w ••Wieze Hanoij' jako koronny przyklad algorytmu rekursywnego.

Algorytm - to skladajacy sie 7.eskonczonego ciagu elernentarnyc~ polecen
pt7.epis na wykonanie pewnej bardztej zlozonej czynnosci. Jedna z wlasnosci
wiekszosci algorytmów jest to, ze do dzialania niezbedny jest im zestaw
produktów wejsciowych, które my dalej bedziemy nazywali parametrami.
Jak z opisu tego widac, caly algorytm jest tez pewnym poleceniem. Nic zatem
nie stoi na przeszkodzie, aby go uzyc jako elementu innego, bardziej zlozonego
polecenia. Stad juz tylko jeden krok do algorytmu rekursywnego, czyli takiello,
który jako jednego z elementów uzywa samego siebie.

Przejd7my do algorytmu gry w ••Wiez.eHanoi". Przypomnijmy w skrócie
7asady gry:
I. rekwizytami sa trzy paleczki (nazwijmy jeA, B i C), na które nanizano
krazki o parami róznych grednicach,
'2. w staoie poczatkowym na paleczceA znajduje sien krazków ulozonych tak,
ze kazdy (oprócz najnizszego) lezy na krazku o wiekszej srednicy,
3. zadanie polega na przeniesieniu wszystkich krazków, jednego po drugim,

z paleczkiA na paleczke C z wykorzystaniem paleczkiB. Nalezy przy tym
przestr7"gac zasady, ze krazek mozna przelozyc albo na paleczke pusta, albo
na inny krazek, byle o wiekszej srednicy.

Przystapmy zatem do budowy algorytmu. Nadajmy mu nazwe i okreslmy jego
parametry. Bedziemy zapisywali:

Hunoi (n, skad, poprzez, dokad)

i odczytywali:

przenies, wedlug zasad gry,n krazków z paleczki o nazwieskad na paleczke
o nazwiedokad, wykorzystujac paleczkepoprzez.

W nas7ym algoryimie uzyjemy tylko jednego elementarnego polecenia. Bedziemy
zapisywali:

przeniei (skad, dokad)

i odczytywali:

przenies jeden krazek z paleczki o nazwieskad na paleczke o nazwiedokad.

Algorytm Hanoi (n, skad, poprzu, dokad) ma dzialac dopóty, dopóki na
paleczce ppczatkowej jest j~szcze choc jeden krazek. Aby gre zakonczyc,
wystarczy wykonac kolejno tylko trzy polecenia. Zapiszmy je od razu w postaci
gotowego algorytmu uzywajac wprowadzonych poprzednio oznaczen.

Algorytm Hanoi

parametry: n liczba przenoszonych krazków

skad nazwa paleczki poczatkowej
poprzez nazwa paleczki posredniej
dokad nazwa paleczki koncowej

I. jezeli n > O:
a. Hanoi (n- I, skad, dokad, poprzez)

b. przenies (skad, dokad)

c. Hanoi (n- I, poprzez, skad, dokatl)
d. koniec

2. je;:eli n = O: koniec.

Zauwazcie, jak prosty jest ten algorytm. Jako jed:vnegorzeczywistcgo'dzialania
uzywa on poleceniaprzenies. Pozostale kroki siuta jedynie do organizowania
rekursji i modyfikacji parametrów.

Na zakonczenie slów kilka o koncu swiata: kiedy on nastapi? Jezeli przezP(t1)

oznaczymy liczbe elementarnych przeniesien dla gry zn krazkami, to ze struktury
algorytmu widac, ze:

{O dla n = O,P(n) = 2P(n-l}+ I dla n > O.

Radzimy dociekliwemu Czytelnikowi wykazac, zeP(n) = 2" - I.My zas
pokazemy, ze koniec swiata nie moze nastapic wczesniej niz po 2" -I (gdzie
n = 64) pr7.elozeniach krazka. Oznaczmy przezp(n) minimalna mozliwa liczbe
przelozen dlan krazków. W momencie gry, w którym nalezy pr7.eniescnajwiekszy
krazek z paleczki poczatkowej na konCOWI{,na paleczce posredniej mu-i byc
ulozona pirami.da zn-l krazków. By stan ten uzyskac, trzeba wykonac zatem
co najmniejp(n -I) przelozen. Teraz nalezy przelozyc krazek najwiekszy i znowu
wykonacp(n-I) ruchów. Stad: -.....

P(n) '" 2p(n-\)+ I", 2"-1 (gdyt p(O) = O).

Przy 64 krazkach mamy zatem jeszcze sporo czasu, nim mnisi wykonaja ostatnie
z prawie lO" przemieszczen krazków.

K.B.


