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otrzymana reszte stopnia pierwszegoaz+ b podzielic przez(z-z')
otrzymujac P(z'), a nastepnie przez(z-z") otrzymujac P(z").
Takie dzielenie w ogólnym przypadku jest bardzo pracochlonne,
ale dla naszego zbioru punktów mozna postapic jeszcze sprytniej.
Poniewaz n = 2m, zatem pierwiastki n-tego stopnia z jednosci
rozloza sie na okregu jednostkowym symetrycznie (rys. I).

To jeszcze nie koniec "chwytów" technicznych prowadz~ch do
algorytmu FFT. Otóz dzielenie wielomianup przez dwumiany
(z4 - za) i (z4 - Z4) jest bardzo proste. Wystarczy zauwazyc, ze
reszta z dzielenia wielomianu

P(z) = aO+alz+ ... +aZk_tzZk-l

przez dwumian (;!- c) jest postaci

(*) T(Z) = (aO+cak)+(al+caHl)z+ •.. +(al_l.fCa2k_l);!-1.
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Pogrupujmy je parami tak, aby iloczyn(z- z') . (z- z") byl
zawsze wielomianem bez skladnika liniowego, czyli aby byl
postaci ZZ + a. Okazuje sie, ze jest to mozliwe. Dlan = 8 takie

- pary moga byc nastepujace:

(z-za) (Z-Z4) = (z-l) (z+1) = (zz_1) = (zZ-za)'

(z-zz) (Z-Z6) = (z-i) (z+i) = (ZZ+ l) = (ZZ-Z4),

(Z-Zl)(Z-ZS) = (z- ~2 (l+i) )(z+ V; (Hi») =
= (z2-i) = (Z2_Z2),

(Z-Z3) (z-z,) = (z- V; (-Hi») (z+~'i (-Hi») =
= (z2+i) = (Z2_Z6).

Tak"wiec, jezeli podzielimy wielomianP przez wielomiany
(Z2-1), (Z2+ l), (Z2- i), (Z2+ i), a nastepnie otrzymane reszty
przez odpowiednie dwumiany(Z-Zk)' to w ten sposób mozemy
obliczyc latwo wszystkie wartosciP(Zk), k = O. l, ... , 7.

Zauwazmy jednak dalej, ze dzielenie przez(Z2_Z0), (ZZ-Z4)'
(Z2- zz) i (Z2- Z6)mozna wYkonac rozumujac podobnie.
Mianowicie pogrupujmy parami te wielomiany tak, aby iloczyn
(ZZ-z'), (ZZ-z") byl dwumianem postaci(z4+a), co w dalszym
ciagu jest 'mozliwe:

(Z2-zo) (ZZ-Z4) = (zZ-l) (ZZ+ l) = (z4-I) = (z4-zo),

(ZZ-zz) (ZZ-Z6) = (zZ-i) (zz+i) = (z4+I) = (z4-z4).

I znowu dzielacP przez (z4- za) i (z4 - Z4) otrzymamy dwie
reszty stopnia trzeciego, które dzielac przez dwumiany (ZZ-Zk),

k = 0,4,2,6, dadza reszty stopnia pierwszego, a z tych reszt
mozna juz obliczycP(Zk) dla k = O, l, ... , 7, w sposób uprzednio
opisany. Calosc tego postepowania wygodnie jest przedstawic
w postaci drzewa (rys. 2).

Wystarczy wykazac. zeF"(F(a)) = a. Oznaczmy przezCk (O,. k <nl kota
","spólrzedna wekto ••F-'(F(a)). Wówczas:

n-I n-I n-I n-l n-I
n' Ck= ~ blw-Ik = l: l: ajwl}w-Jk = l: al l: .oJ/'-k).

j=O j=O ,i=0 1=0 j",O
Poniewaz jednak w jest pierwiastkiem n./egostopnia-z jednosci, zatem dla

1/-\ wn(l-k)_1 - n-\
I i' k ~ W/(I-l<) = -~~-- = O. oraz dla j = k l: wJ<'-k) = n.

j""O wl-k-l j=O
A wio;;c rzeczywiscie F-'(F(a» = a.

Klasyczna transformacja Fouriera odgrywa zasadnicza role
we wspólczesnej matematyce, w szczególnosci w analizie
harmonicznej. Jak pisze prof. Maurin,zar.fuvnow rachunkach,
jak i rozwazaniach teoretycznych oddaje ona nieocenione uslugi,
a pewien wybitny matematyk stwierdzil: "ludzie wymyslili wiele
transformacji, ale transformacje Fouriera stworzyl Bóg"
(matematyk ten jest ateista). Mlodsza siostra klasycznej
tran§formacji Fouriera jest dyskretna transformacja Fouriera,
która odgrywa za~adnicza role we wspólczesnej informatyce.

Aby w mozliwie prosty sposób zdefiniowac dyskretna
transformacje Fouriera, rozwazmy dowolny wektor
a = fao, al> ... , an-d, którego wspólrzedne sa liczbami
zespolonymi, przezP oznaczmy wielomian

P(z) = aO+alz+ ... +an_lz"-l.

Niech w bedzie pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia
z jednosci, wówczas ciagwO, wl, ... , wn-1 okresla wszystkie
pierwiastki n-tego stopnia z jednosci. Otóz dyskretna
transformacja Fouriera jest to funkcjaF, która danemu
wektorowi a przyporzadkowuje wektorb = [bo, b" ... , bn-d
O wspólrzednych okreslonych przez wartosci wielomianuP
w kolejnych punktach roo, wl, ... , wn-" tzn.

b = F(a) = [P(WO), P(wl), ..•, p(wn-l)].

n-l

Czyli wspólrzedne wektorab sa postaci bJ = L ak (wkY.
k=O

Bardzo wazna cecha klasycznej transfórmacji Fouriera jest to,
ze transformacja odwrotna ma postac bardzo zblizona do
transformacji zwyklej. Dyskretna transformacja Fouriera ma
podobna wlasnosc. Mianowicie, latwo pokazac, ze

l
F-l(a) = _ [P(w-O), PCW-l), ... , p(w-(n-l))].n

Wiadomo, ze iloczyn liczb zespolonych w, = ,,(coscx, +isincx,) iw, =
= ',(coscx, + isin<x,) danych w postaci trygonometrycznej jest liczba
"" ""=', ',(cos(cx,+'X,)+isin('X,+cx,». Tak wiecpierwiastkiemn-tego

stopnia 7. I = cos 0+ i sin O bedzie kazda tak. liczbaZ = COS'i'+ isin,p, ze

2k d'k' r l' l'b 2k .. 2k
". 'P"'" n. g Zle Jest lczba ca kOWlta •. lC7 ywt = oos 'n' n"&-lsln1i- 11:;

k = O, "'t n -, sa wiec ~zystkimi pierwiastkaTUi n-tego stopnia, ~ 1 Zauwazmy,

ze (w,)l = wk - taki pierwiastek, którello potegami sa wszystkie inne pierwiastki
,n-tego stopnia. 7t nazywamy pierwiastkiem pierwotnym.

Po co informatykom dyskretna transformacja Fouriera? O tym,
drodzy Czytelrticy, dOWiecie sie w dalszej czesci niniejszego

...artykulu. Na razie zajmiemy sie szybkim sposobem obliczania
takich transformacji.

Algorytm szybkiego obliczania dyskretnych transformacji
Fouriera w literaturze fachowej nosi skrótowa nazwem,
od angielskiego Fast Fourier Transform. Zalózmy najpierw,
ze n jest potega liczby 2 (takie zalozenie w informatyce nie
zmniejsza ogólnosci zastosowan). Niech zatemn = 2m dla
pewnego calkowitegoni > O. Zadanie nasze polega na
wyznaczeniu wartosci wielomianuP w n punktach wG, w1, ... , wn-I

(dla transformacji odwrotnej sa to te same punkty, ale w troche
innej kolejnosci, co tylko w nieznacznym stopniu modyfikuje
sposób postepowania).

Z twierdzenia Bezout wiemy, ze dla dowolnegd zespolonegoz'
wartosc P(z') równa sie reszcie z dzieleniaP przez dwumian
(z-z'). No <!obrze, ale zastanówmy sie teraz, jak mozna obliczyc
wartosc wielomianu P w dwóch punktach z' i z". Oczywiscie
mozna to zrobic dla kazdegoz = z' i z = z" oddzielnie.
Mozna takze podzielic najpierwP przez wielomian (z-z')-(z-z"),
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Faktycznie, stopien wielomianur jest mniejszy nizk oraz

P(z) = (ak+aHlz+ ... +aZk~I~-I) (~-c)+r(z).

Mamy zatem reszte z dzielenia wielomianuP przez (z· - za) postaci'

(ao+a.)+ (al +as)z+ (az +a6)zZ+ (a3+a,)z3

oraz reszte z dzielenia wielomianuP przez (z4- z.) postaci

(aO-a4)+ (al -as)z+ (az -a6)zz+ (a3-a,)z3.

Dzielenie tak otrzymanych reszt przez dwumiany(ZZ - Zk) ,

k = 0,4,2,6, wykonujemy podobnie, tzn. stosujac wzór (*).
Ogólny schemat postepowania w przypadkun = 8 przedstawiony
jest ponizej, natomiast przyklad wykonania takich obliczen
dla konkretnego wielomianu w dlugiej tabelce. '
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F([3,I,2,1,2,I,I,I]): [12,I+i,2,I-i,4, l+i,2,l-i]

wektorów F(a) i F(b), ale iloczynem "po wspólrzednych"
(tzn. wynik nie jest skalarem, ale wektorem o wspólrzednych
bedacych iloczynami odpowiednich wspólrzednych wektorów
F(a) i F(b». Aby wyznaczyc splota*b, obliczamy najpierw
F(a) i F(b), nastepnie mnozymy te wektory "po wspólrzednych"
i wreszcie wyznaczamy transformacje odwrotnaF-I(F(a)F(b».
Pierwsze dwie i ostatnia operacja maja koszt rzedu nlog(n),
a mnozenie "po wspólrzednych" ma koszt rzedun operacji
arytmetycznych.

Na zakonczenie naszego spotkania z szybka transformacja
Fouriera podam jeszcze kilka waznych faktów dotyczacych samej
transformacji, jak i jej zastosowan.

Niektórzy Czytehliey moga miec watpliwosci, czy istnieje latwy
sposób znajdowania tej cudownej permutacji poczatkowej
ciagu Zo,Z I, ... , Zn_1 (patrz dolny wiersz w rys. 2). Jest to
permutacja rzeczywisci~ cudowna, albowiem na kazdym pietrze
drzewa mamy do czynienia tylkoi dwumianami postaciZk - c,
gdzie c jest pewnym pierwiastkiem n-tego stopnia z jednosci.
Otóz istnieje latwy sposób wyznaczania tej permutacji.
Mianowicie, niechn = 2m i rozwazmy dowolna liczbek, O ~ k <
< n. Taka liczbe mozna przedstawic w ukladzie dwójkowym

jako bobl ... bm l(b1 = O lub 1). Niech teraz rev(k) bedzie
liczba z tego samego przedzialu, o reprezentacji dwójkowej
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Wspólczynniki wielomianuP21

Wspólczynniki wielomianup••Wspólczynniki wielomianup.,Wspólczynniki wielomianup••

Co: bo+b.
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Ile}operacji arytmetycznych na liczbach zespolonych trzeba
wykonac w celu obliczeniaF(a) stosujac algorytm FFT?
Zauwazmy, ze dlan = 2m musimy wyznaczycm kolejnych
wierszy reprezentujacych wspólczynniki odpowiednich reszt.
Latwo sprawdzic, ze wyznaczenie takiego wiersza z poprzedniego
wymaga n dodawan in mnozen. Zatem w su1nie trzeba wykonac
2 . 2m • m = 2 . n . log(n) operacji arytmetycznych na liczbach
zespolonych. Jest to kluczowa wlasnosc tego algorytmu.
Mianowicie wyznaczenieF(a) za pomoca algorytmu FFT wymaga
wykonania tylko rzedunlog(n) operacji arytmetycznych, podczas
gdy algorytmy tradycyjne wyznaczajace dyskretna transformacje
Fouriera wymagaja wykonania rzedunZ operacji arytmetycznych.
Wrócmy teraz do pytania, po co w ogóle chcemy wyznaczac
dyskretne transformacje Fouriera. Otóz pomocne sa one niezwykle
w obliczaniu splotu wektorów. Cóz to jest splot wektorów?
Znacie zapewne te operacje, jakkolwiek byc moze sam termin
jest Wam nieznany. NiechP i Q beda dwoma wielomianami
stopnia n-l :
P(z) =:. aO+alz+ ... +an_Iz"-I, Q(z) = bo+blz+ ... +bn_Izn-l.

Mnozac te' wielomiany otrzymamy wielomian stopnia2n- 2

P(z)Q(z) = CO+CIZ+ ... +Czn_zzzn-z, gdzie

Co= 'aobo, CI =' aobl +al bo, ... , Czn-z= an_l bn-l'

Otóz wektor c = [co, Clo ... , czn-z] nazywamy splotem wektorów
a= [ao,al, ... ,an_tl,b= [bo,bl, ... ,bn_d,cooznaczasie
najczesciej nastepujaco:c = a*b.

Gdybysmy chcieli wyznaczyc splota*b wprost z definicji,
to musielibysmy wykonac okolo2nz operacji arytmetycznych,
co kazdy z Was moze latwo sprawdzic. W celu wyznaczenia
splotu mozna posluzyc sie dyskretna transformacja Fouriera.
Rozszerzmy mianowicie wektorya i b dolaczajac do nichn
wspólrzednych o wartosciachO, tj. a = [ao, al, ... , an_l, O, ..•., O],
b = [bo, bl, ... , bn-lo O, ... , O]. Splot a*b moze miec tez2n '
wspólrzednych, jezeli ostatnia ustalimy jakoO. Zachodzi wówczas
bardzo wazne twierdzenie o splocie:

F(a*b) = F(a)F(b),

gdzie iloczyn po prawej stronie nie jest iloczynem skalarnym

odwrotnej, tzn.bm-l ... bibo. Permutacja pfZyporzadkowujaca
licz\>iek liczbe rev(k) jest szukana permutacja. Dlan = 8 mamy
permutacje (000), (100), (010), (110), (001), (101), (011), (111),
a wiec O, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 dziesietnie. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze permutacjarev ma zadane
wlasnosci. .

Twierdzenie o splocie mozna zinterpretowac w nastepujacy
sposób. Mamy dane dwa wielomianyP i Q. Wyznaczamy ich
wartosci w2n punktach wo, wl, ... , wzn-l (tu oczywisciew jest
pierwiastkiem stopnia2n), co odpowiada wyznaczeniuF(a)
i F(b). Nastepnie mnozymy parami ich wartosci w tych punkta&
(F(a)' F(b». Ostatecznie majac takie2n wartosci szukamy
wielomianu stopnia co najwyzej2n- 1, który w tych punktach
przyjmuje wyznaczone wartosciF-l (F(a)' F(b». Poniewaz
istnieje dokladnie tylko jeden wielomian o tej wlasnosci, który
w punktach wG, wt, ... , wzn-I przyjmuje wartosciP(w1)Q(w') dlai = O, ... , 2n-l, zatem musi to byc iloczyn wielomianówP(z)Q(z).
A wiec uzyta przez nas do pomnozenia dwóch wielomianów liczba
dzialan jest rzedun' logn, podczas gdy przy "normalnym"
mnozeniu jest ona rzedunZ•

Kilka slów o zastosowaniach szybkiej transformacji Fouriera.
Autorzy podstawowego podrecznika ze zlozonosci obliczeniowej
A. Aho, J. Hopcroft, J. UIIman(Projektowanie i analiza algorytmów
komputerowych, PWN, 1983) pisza, ze transformacja ta jest
w informatyce wszechobecna. Jest to niewatpliwie prawda.
Pokazalismy, jak ja stosowac do obliczania splotów wektorów
i iloczynu wielomianów. Wiekszosc operacji na wielomianach
wykonuje sie za pomoca tej transformacji. Stosuje sie ja takze
dla arytmetykiwieloprecyzyjnej (gdy liczby trzeba reprezentowac
w komputerze za pomoca bardzo dlugiego ciagu bitów). Wiele
zadan numerycznych rozwiazuje sie za pomoca tej transformacji,
na przyklad niektóre zadania prowadzace od ukladów równan
rózniczkowych czastkowych do ukladów równan liniowych. Czy
Fourier mógl przewidziec, ze jego transformacja znajdzie
zastosowanie w tomografii komputerowej? Ale nasi Czytelnicy
po przeczytaniu niniejszego artykulu beda juz wiedziec, ze
tomografia komputerowa (nagrodzona zreszta Noblem
w dziedzinie medycyny), która pozwalaVI nieslychanie
precyzyjny a jednoczesnie prawie nieszkodliwy sposób dokonac
wewnetrznej obserwacji pacjenta, tez korzysta z algorytmu FFT.


