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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

3. Cienki, sztywny, jednorodny pret, stojacy pionowo na idealnie gladkim, poziomym podlozu,
zostaje minimalnie wychylony z polozenia równowagi i puszczony. Obliczyc przyspieszenie
katowe preta jako funkcje kata a. (rysunek) podczas jego upadku. Jaki tor zakresli srodek masy
preta? Czy pret, jesli bedzie dostatecznie kruchy, moze ulec zlamaniu, zanim upadnie na
podloze? Jaki bedzie ruch preta po idealnie sprezystym zderzeniu z podlozem?

4. Do wykrywania i lokalizacji zanurzonych okretów podwodnych'uzywany jest sonar,
w którym wykorzystuje sie odbicie fali akustycznej od powierzchni okretu. Okazuje sie,
ze w wodach tropikalnych zasieg sonaru, niezaleznie od mocy i czulosci urzadzen, jest czesto
ograniczony do odleglosci zaledwie l km. Wyjasnic to zjawisko.
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.llw,wiazanie zadania F 166.SmIglowiec

l~I4.Vmujc sie nad ziemia dzieki
odrzucanemu w do- strumienioV'.1

powletrz.a \V czas,~ ~1t smiglo odnu\.:a

w dól powetrze z,wartew obiel osci
S'L I, gdzie S ~ P('lw;"f.chnia :zakreslana

p:-zez smiglo, av -- vi:edkosc strumienia
powietrza. Zmiana pedu powietrza o gestosci
d wynosi Ap = J. S' v' H.
ZgodnIe z trzecia zasada dynamiki

na smiglowiec dziala wiec Stih

F = Jp ; 4Sv'.
tl/

Sila F musi ró\\'nowazyc sil~ ciezkoki ./Idg

(1\.[ - masa smiglowca). a wiec\fg ~dS~",
otrzymujemy stad: .

v = .• IAfgV S tJ

Mozemy leraz obliczyc mocP SIlniK.,
p:= Fu = dSvJ• Zwiekszenie rozmiarówL

n.zy zwieksza maseL3 razy, a powierzchnie
L2 razy. Stosunek mocy silnikanludcJu Pm
i smjalowca PoA'ynusi

~= !..-(MSm)J<l '-.l'_)''''l'm Sm MmS \ Lm
(Indeks m oznacza wie!ko:.>\.:

charakteryzujace model;. Ola warto';ci
podanych w zadaniu
p = 30 \\ lO'" ~ 9,5 lO· W

Mozna maczej

Oto inny niz mozna znalezc w podrecznikach sposób obliczenia limj/;. Korzysta sie z tego,
iz ciag malejacy i ograniczony z dolu jest zbiezny oraz z tego, iz podciag ciagu zbieznego ma
te sama granice co caly ciag.

Ciag (yn)~3 jest ograniczony z dolu (oczywiste) i malejacy (dowód indukcyjny ponizej), a wiec
zbiezny do pewnej liczbyg.

Podciag wyrazów o parzystych indeksachCfhn)~2 ma te sama graniceg. Ale

2."/- ./ :/- v-.,2n=.,,2· n.

Ciag po prawej stronie ma graniceg, ciag po lewej graniceJlG (tu trzeba wiedziec dodatkowo,

ze lim Vz = l, mozna to tez upn:ednio udowodnic powyzsza metoda). Tak wiec

g = vi,
czyli g = O lub g = l. Wszystkie wyrazy naszego ciagu sa jednak wieksze niz l, a wiec pozostaje
tylko mozliwosc g = 1.

Mamy pokazac jeszcze, ze ciag(yn);t'= 3 jest monotoniczny. Nierównosc}In > "+yn+ l
jest równowazna nierównoscin"+1 > (n+ 1)",

a ta z kolei n > ( l + : r..
( l )3 64

Dla n = 3 mamy oczywiscie 1+ - = - < 3.
3 27

Jesli teraz (l + :)n < n, to

( l )n+1 ( l)n+1 ( l)l+n+l <1+--; <n'l+-;=n+l,

co konczy dowód kroku indukcyjnego, a zarazem monotonicznosci naszego ciagu.

Luki Talesa

jest to miejsce geometryczne punktów, z których widac dany odcinek pod danym
katem. Sa to dwa luki okregów symetryczne wzgledem danego odcinka, Jeden
z nich znajduje sie tak:

Odkladamy dany katIX tak, by jednym z jego ramion byl dany odcinekAR.
Przez wierzcholek kata prowadzimy prostopadla do drugiego ramienia. Z punktu
przeciecia tej prostopadlej z symetralna odcinkaAR zakreslamy okrag
przechodzacy przezA. Gdy IX < 90°, rozwiazaniem jest wiekszy z luków, na jakie
punkty A, R dziela okrag, gdyIX > 90° - mniejszy.

Chyba kazdy z Czytelników z latwoscia uzasadni poprawnosc tej konstrukcji.
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Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 8/1984

Wspólczynniki trudnosci zadan 88, 89, 90:

2.56 3,67 2,30

Piotr Figurny

Ryszard Pagacz

Marian Roman

Tadeusz Józefczyk

Zbigniew Koza

Kazimierz Serbin

Zbigniew Bartold

- Lubartów 43,78pkt

- Zawadzkie 42,10pkt

- Elk 41,28pkt

- Poznan 40,48pkt

- Jelenia G.38,92pkt

- Sanok 38,22pkt

- Gdynia 37,50pkt

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamyw numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadaniaw skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT= 4- 3S/N, gdzie S oznac~a sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN-
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo-=- to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

'a~:a i3 7. ~a4.- yk' --r 105, '.06

!=44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1985

105. Liczby dodatnie x, •... , Xn spelniaja warunekx~+ ... +x~ ~ l/n. Dowiesc, ze zachodzi

nierównosc (x~+2xi+3x~+ ... +nx~)3 ~ (n+l)2/4 ..

106. Prostopadloscian o wymiarach calkowitycha, b, c podzielono na szesciany jednostkowe.
Ile sposród tych szescianów ma wspólne punkty wewnetrzne z jedna (ustalona) przekatna
prostopadloscianu?
Zadanie 106 przyslal pan Werner Mnich z OpoJa.

Rozwiazania zadan z numeru 10/1984

Przypominamy tresc zadan:

°4. W przcstn:eoi dane sa pólprosteOPi~, i = l, ... , n,

l.'l~ p/OP'+l1 <. 360° (PH, = PI)' Dowiesc,.ze istnieje
pólprzestrzen zawIerajaca fe pólproste.
95. Rozwiazac w liczbach dodatnich uklad równan:X'XI+I = 2"
(i = l, . ,n; Xn+l = XI)'

96. Czy istnieje ciag liczb naturalnych(an) taki, ze:

a) ]ims(an)/s(2an) = 00, b) lims(a.)/s(3an) = oo? (s(k) oznacza
sume cyfr liczbyk).

94. Mozna zalozyc, zeP, sa punktami lezacymi w odleglosci .
l od punktu O. Laczac kazdy punktP, z punktem P,+, lukiem
kola wielkiego otrzymujemy krzywa zamknieta na sferze o srodku
O i promieniu l. Zgodnie z warunkiem zadania krzywa ta ma
dlugosc mniejsza od2n. Pokazemy, ze kazda krzywa zamknieta
C na sferze jednostkowej (niekoniecznie zlozona z luków
okregów), o dlugosci < 2n, jest zawarta w pewnej pólsferze.
Stad juz wyniknie teza zadania. NiechA, B beda punktami
polowiacymi dlugosc krzywej C. Srodek krótszego z dwóch
luków kola wielkiego przechodzacego przezA i B oznaczmy
przez N, a srodek dluzszego z tych luków przez S. NiechE
bedzie okregiem wielkim w plaszczyznie prostopadlej do srednicy
NS (rysunek). Przypuscmy, ze krzywa C ma punktM wspólny
z E. Czesc krzywej C zawarta miedzyM i B odbijamy

N

s
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symetrycznie wzgledem plaszczyzny okreguE; obraz B' punktu B

jest punktem antypodycznym doA. Droga zA do M wzdluz C
i dalej z M do B' wdluz obrazu symetrycznego C ma dlugosc
równa polowie dlugosciC, jest wiec krótsza odn, a to jest
niemozliwe, boAB' jest srednica. Przypuszczenie, ze C przecina
E, okazuje sie falszywe. Zatem krzywa C lezy w calosci po jednej
stronie kola wielkiegoE.

95. Mnozymy wszystkie równania stronami. Dostajemy:
pz = 2'.22 ..... 2n= 2n(n+11/2,gdziep = X, ....• Xn'

Nastepnie mnozymy stronami równaniaX,X,+! = 2' dla
i = 2,4,6, ... ,2k, gdzie k = [n/2]. Dostajemy:
(X2X3)(X4XS)'" (X2 X2HI) = 22.24 •.... 22k = 2k(k+11. Gdy n
jest parzyste,n = 2k, lewa strona otrzymanego równania
(oznaczmy ja przezL) równa siep, wiec p2 = 22k(k+1l, co jest
sprzeczne z wczesniej otrzymanym wzorem nap2. Uklad nie ma
rozwiazan. Gdyn jest nieparzyste, n = 2k+ l, wówczas L = p/x,.
dostajemy wiecp2 = (2k(k+11X,)2, co po porównaniu
z wczesniejszym wzoremp2 = 2n(O+'l,2 = 2(k+1l(2k+1l daje
x, = 2(k+11/Z.Wartosc pozostalychXI wyznaczamy z kolejnych
równan ukladu: X2J+! = 2(2J+k+11/2,X2J = 2(2J-k-11/2,

j = l, ... , k, i sprawdzamy, ze te liczby istotnie spelniaja dany
uklad równan.

96. a) Przypuscmy, ze zapis dziesietny liczbyk sklada sie z io
zer, il jedynek, i2dwójek, ... ,i9 dziewiatek. W liczbie2k

w miejscu cyfr O, 1,2,3,4, a takze w miejscu cyfr 5,6,7,8,9,
pojawia sie odpowiednio cyfryO, 2, 4, 6, 8, ewentualnie
zwiekszone o 1 z przeniesienia dziesietnego przy mnozeniu
poprzedniej cyfry, gdy jest ona ~ 5. Zatem dla dowolnej liczby
naturalnej k zachodzi nierównosc

s(2k) = (io+is)' O+(i, +i6)' 2+ (i2+ i7) . 4+(i3+i8)' 6+

+ (i4 +i9)' 8+ (is + i6+i7+ i8+ i9) ~

~ (ii +2i2+ ... +5is+ ... +9i9)/5 = s(k)/5,

wiec ciag spelniajacy warunek a) nie istnieje.
b) Warunek ten spelnia na przyklad ciaga. = (10'+2)/3,
bo S(On) = 3n+ l, s(30.) = 3.


