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Pozostaje jeszcze wykazac, ze jesli dwa diagramy opisuja
ten sam splot, to przypisany im jest ten sam wielomian.
Trzeba sie tu odwolac do twierdzenia Reidemeistera
mówiacego, ze jdli dwa diagramy opisuja ten sam
splót, to od jednego do drugiego da sie przejsc za

, pomoca opisanych obok,(rys.8) kroków (tzw. ruchy
Reidemeistera). Trzeba jeszcze wykazac, ze te ruchy
nie zmieniaja wielomianu diagramu. Mozna to zrobic
przez indukcje wzgledem liczby skrzyzowan
odpowiednio wybierajac punkty wyróznione.

Dowód ten pozwala dalej modyfikowac i uogólniac
. niezmienniki splotów. Mozna zmieniac równanie
w warunku C lub wartosc niezmiennika dla wezla
trywialnego (dowód nie zmieni sie). Jest nadzieja, ze
odpowiednio dobierajac to równanie otrzymamy
niezmiennik, który rozrózni jeszcze wiecej splotów.
Wiadomo jednak, ze zaden wielomian tego typu nie
rozrózni splotów z rysunku 5.
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a
Tak wiec a+aq+ , .. +aqn+ ... = -- dla O < q' < 1.l-q
No dobrze, ale jak pozbyc sie zalozenia o dodatnioscia i q?
Po prostu nalezy rozpatrywac odcinki skierowane. Odcinki ujemne równolegle doko odkladamy
w dól, a równolegle dob w lewo (rys. 5).

Pozostawiamy Czytelnikowi w~prowadzenie wzorów na SU1uydlaq < O.

Znane wzory na sume skonczonego i nieskonczonego szeregu geometrycznego mozna znalezc
metodami geometrii.
Wezmy dwie, na razie dodatnie, liczbya i q. Na ustalonej prostejb odkladamy odcinekBoBI

o dlugosci a i przez punkty Bo i BI prowadzimy równolegle prosteko i kl' Na prostej ko

obieramy punkt Co, a na prostejkI punkt CI tak, by BoCo = l, BICI = q oraz punkty Co

i CI lezaly po tej samej ~tronie prostejb. Prowadzimy teraz prostac przez punkty Co i C,
oraz,prosta lo przez Bo i CI'
Konstruujemy teraz ciagi(Bn) i (Cn) punktów nalezacych do prostychb i c. Przypuscmy,
ze mamy juz punktBn_ l' Prowadzimy przezBn_ I prosta In_ lilio - Cn jest punktem przeciecia
ln_ I Z C - oraz przezCn prosta knllko - Bn jest punktem przecieciakn z b. Ponadto na prostejk o

obieramy punkty Dl> D2 ... tak, by proste CnDn byly równolegle dob.

Zauwazmy, ze punktBn zawsze lezy miedzyBo i Bn+ I, a ponadto dlaq < I (rys. l) lezy
miedzy Bo i B - punktem przeciecia prostychb i c (wynika to z aksjomatu Pascha).
Trójkaty t;. BoBI CI, t;.BI B2 C2, ~.. , t;.Bn_ l Bn Cn sa podobne, równiez trójkaty
/'.,Bo Co C I, , t;.Bn_ I Cn_ I Cn sa podobne, tak wiec latwo otrzymujemy
B2C2 = q2, , BnCn = qn; BIB2 ="aq, ... , Bn_IBn = aqn-I.

Suma a+aq+ ... +aq"-I jest zatem dlugoscia odcinkaBoB •.
C D CD

Z podobienstwa trójkatów t;.DI CI Co i t;.DnCnCo mamy _n_n_ = __o_n_.
CIDI CoDI

Mamy tez CnDn = BoBn, CIDI = a. Ponadto dlaO < q < I :CoDn = CoBo-BoDn = I_qn

i ~oD, = l-q (rys. 1), natomiast dlaq> l: CoDn = qn_l, CoDI = q-I (rys. 3).
. I_qn

W obu przypadkach mamy WIeCBoBn = a+aq+ ... +aqn-I = a' ---ol-q
Dla q ;;. I dlugosci odcinków BoBn rosna nieograniczenie.

Istotnie, BoBn = Bo B I + ... +Bn_ I Bo ;;. n' a. Natomiast dlaO < q < I ciag (Bn) jest zbiezny
do punktu B.

Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktuA i' B z odcinka Bo B do odcinka Bo A nalezy
tylko skonczenie wiele punktówBn (pamietajmy, ze wszystkie naleza do odcinkaBoB). Jesli
Bn E BoA, to dlugosc BnBn+ I jest równa co najmniej dlugosciAA2 (rys. 4), gdzie
AAdl/o, Al A211ko, Al E c, A2 E b. Tak wiec jesli Bn E BoA, to BoBn'= BoBI + ... +Bn_IBn ;;.

BB
;;. n' AA2• Otrzymujemy stad, ze liczban musi byc mniejsza niz_o_n_.

AA2
a

Latwo obliczyc, zeBo B = -- (z podobienstwa t;. Co CJ Dl i t;. Co BBo).l-q
c
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