
Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen ~ozwiazan
zadan z numeru 12/1984

,
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechanikr,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Wspólczynniki trudnosci zadan 100,101,102:
2,92 3,24 1,56

Panowie P.Figurny i J.Mikuta _ po raz
pierwszy, a pan M.Galecki _ juz po raz
czwarty zaliczaja sume 44.
Na pólmetku czwartego sezonu swego
istnienia Klub 44 liczy 32
(czyli okraglo 25 ) czlonków.

Piotr Ugurny
Jerzy Mikuta
Marek Galecki
Tomasz Komorowski

Krystyna Witek
Marian Roman
Pawel Kaminski
Anna Gluza

- Lubartów 51,50pkt
Zielona G.48,18pkt

- Milanówek 45.23pkt
~widnik 41.93pkt
Ostrów Maz41,86pkt
Elk 41,28pkt

Warszawa 40,46pkt
~orun 40, 38pkt

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zad,an z numerun W terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan

lamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
l matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O doI z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT= 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN-
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze1/1985.
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Moment sily F wzgledem srodka preta, majacy wartosc

l
M = F -sinO(,
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bedzie nadawal pretowi przyspieszenie katowe

M 6FsinO(

e=l=~;

Redaguje dr Andrzej NADOLNY
moment ten wywiera na pret dzialanie zginajace i moze

doprowadzic do jego zlamania (rys. 2). Poniewaz dolny koniec
preta caly czas styka sie z podlozem,slizgajac sie po nim, miedzy
a i e zachodzi zwiazek

(4)
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a = - esinO(.
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Rozwiazania zadan z numeru 2/1985

Przypominamy tresc zadan:
Z równan (1), (3), (4) wyznaczamyF = ~-,

1+3sm20(

m

3. Wprowadzamy oznaczenia:m - masa preta,l - dlugoscl ,
preta, l = ·-mP- moment bezwladnosci preta wzgledem jego12

~rodka (srodka masy). g - przyspieszenie ziemskie.

.. 6sinO( g
otrzymujac nastepmee = . -

1+ 3sm20( l

W procesie zderzenia nastepuje dla kazdego elementu preta

zmi~a zwrotu predkosci z zachowaniem jej wartosci oraz
pionowego kierunku. W rezultacie zarówno ped preta, jakijego
moment pedu ulegaja zmianie na przeciwnie skierowane,
zachowujac wartosci, jakie mialy przed zderzeniem. Ruch preta
po zderzeniu bedzie wiec symetryczny wzgledem ruchu przed
zderzeniem. Scisly dowód tego jest dosc zlozony i nie by}
wymagany od uczestników ligi.

4. Woda morska jest dla fal akustycznych osrodkiem
niejednorodnym : predkosc rozchodzenia sie dzwieku zalezy m.in
od temperatury. W wodach tropikalnych, gdzie wystepuje duzy
gradient pionowy temperatury, predkosc dzwieku maleje ze

I wzrostem glebokosci, co powoduje ugiecie fali akustycznej w dól
(efekt analogiczny do zalamania swiatla w osrodku

o monotonicznie zmieniajacym sie wspólczynniku zalamania).
W zwiazku z tym fala emitowana z nadajnika do pewnych
miejsc w ogóle nie dociera - sa to tzw. obszary cienia

akustycznego, niedostepne dla sonaru (rysunek).

2
Rys.2

a=

Rys.

3. Cienki, s "lywny jednorodny pret stOjacy pIOnowo na idealnie gladkim,
pozic.. nym podlozu zostaje minimalnie wychylony z polozenia równowagi

J puszew".\'. Obliczyc przyspies1enie katowe jako funkcje kata (rys. 1).podczas
jego upadk l. Czy pret mozt: ulcc zlamaniu'> Jaki bedzie jego ruch po idealnie
~prezystym zdcrLcniu z podlozem?

4. Do wykrywania i lokalizacji okretów podwodnych uzywany jest sonar

wykorzystujacy odbicie fali akustycznej od powierzchni okretu. Dlaczego
w wodach tropikalnych niclaleznie 'od mocyi czulosci urzadzen zasieg sona~u
ograniczony jest do I km?

Wobec gladkosci podloza pomijamy tarcie preta o nie. SilaF
dzialajaca na pret ze strony podloza (rys. l) jest zatem skierowana
pionowo, podobnie jak i sila ciezkosci mg. Wnioskujemy stad,
ze srodek masy preta spada pionowo w dól z przyspieszeniem

mg-F
(l)
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AZ, równa sie liczbie przedzialów stalosci funkcjil. czyli
liczbie punktów nieciaglosci (skoków) tej funkcji w przedziale
<0,1). (Rysunek przedstawia przebiegI. gdya == 12, b = 20,
c = 30.) Maksymalny skok / wynosi 3; skoków tych jest tyle,
ile punktów kratowych (tj. o wspólrzednych calkOWitych), przez
które przechodzi przekatnaAZ (nie liczac punktu A); jest ich
wiec n, gdzie n = NWD(a, b, c).Liczymy teraz skoki o 2 pochodzace
z przyrostu skladników [x] i [y], przy niezmieniajacym sie [zl.
Jest ich tyle, ile punktów (x; y, z) E AZ o wspólrzednych x i y
calkowitych, a z niecalkowitej, czylik-n, gdzie k = NWD(a, b).
Analogicznie, skoków o 2 pochodzacych, odpowiednio,
z przyrostu skladników [y] i [z] oraz [z] i [xl jest 1-n oraz m - n,

gdzie 1= NWD(b, c), m= NWD(c, a). Niech Wreszciej bedzie
liczba skoków o 1. Pelny przyrost wartosci/wynosi a+b+c,

wiec 3n+2(k-n)+2(I-n)+2(m-n)+j = a+b+c, skad
j = a+b+c -2(k+l+m)+3n. Szukana liczba skoków /równa sie
zatem n+(k-n)+(l-n)+(m-n)+j ~ a+b+c-(k+l+m)+n.

wykres
f: [x)+{yHz]

t:O

l tl1tt l f I tilit t
a:12 b:20 c:30 n:2 k:1, /:/0 m=6

Strzalki wskazuil( miejsca, gdzief ma skok o '?-2

t jest przyrost [x)i [y].nie ma przyrostu [z)

l -,,- (y) i [z] -,,- [x)

t -,,- [zJi [x] -IJ- [J)

t jednoczesny przyrost [x], [y) i [z)

a

b

c

a+b+c

!=44

Rozwiazania zadan z numeru 2/1985

Przypominamy tresc zadan:

106. Odpowiedz: a+b+c-NWD(a, b)-NWD(b, c)-
- NWD(c, a)+NWD(a , b, c). Dowód. Przyjmijmy uklad
wspólrzednych tak, by trzy krawedzie prostopadloscianu lezaly
na osiach ukladu oraz by koncami wyróznionej przekatnejAZ
byly punkty A = (O, O.O),Z = (a, b, c). Wyobrazmy sobie
punkt poruszajacy sie ruchem jednostajnym wzdluz przekatnejAZ
i przyjmijmy, ze w chwili t = ° punkt ten jest w polozeniuA,
a w chwili t = 1 w polozeniu Z. Okreslamy funkcje/:.(O,l) -+ R
nastepujaco: jesli w chwilit ;.wedrujacy punkt ma wspólrzedne
(x, y, z), to fet) = [x] + [y] + [z]. Jest to funkcja niemalejaca,
o wartosciach calkowitych,/(O) = 0,/(1) = a +b + c. Liczba
szescianów jednostkowych, których wnetrza przecina przekatna

105. Wezmy dowolne liczby dodatniea, b. Poniewaz
1

aZxl· bk = (a3xi, a3 xi, b3P)I!3 .,; 3(2a3xi+b3p), wiec

1 ( 2a3 nZ(n+ 1)Zb3)
sumujac po kotrzymujemy aZb I)x2 .,; - --+----- .3 n 4

Gdy w szczególnosci przyjmiemya = n1!3, b = (4n-Z(n+ 1)-Z)I/3,
to ostatnia nierównosc przybierze postac

nZ!3(4n-Z(n+ 1)-'Z)I!3 L kxl .,; l,

co po podniesieniu stronami do trzeciej potegi daje teze zadania.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

105. Liczby dodatnie Xl, ""xn spelniaja warunek LX~ ~ l/n.

Dowiesc, ze(l; hi)3 .;(n + 1)·/4.
106. Prostopadloscian o wymiarach calkowitycha, b, epodzielono
na szesciany jednostkowe. Ile sposród tych szescianów ma wspólne
punkty wewnetrzne z jedna (ustalona) przekatna prostopadloscianu?

Z oradem pod wiatr

A

Rys. 1

A~B

A~B

Rys. 2

Rys. 3

Nie zawsze rozwiazanie problemu wariacyjnego musi istniec. Rozwazmy
nawigacyjne zadanie Zermelo. Nalezy przeplynac zaglówka pod wiatr z punktu
A do punktu H, oba punkty leza w srodku nurtu rzeki, punktH ponizej punktu A.
Prad rzeki jest najszybszy w srodku. Jesli pominiemy czas potrzebny na zmiane
halsu, to przy braku pradu zeglarz moze wybrac jedna z wielu lamanych (rys.2),
gdzie oc jest optymalnym dla predkosci wiatru. katem.
Jesli jednak uwzglednimy prad rzeki, to zeglarz powinien trzymac sie jak najblizej
jej srodka, tak wiec im czesciej zmienia kierunek, tym szybciej przeplynie swoja
trase·
Podobnie jest, jesli chcemy znalezc wsród takich funkcjix: [O,l]--+R, ze x(O) =I
= x(l) = Ofunkcje, dla której calkal(x) = ~(X(t)2 + 1)(1+ «x'(t»2 - W)dt

o

przyjmuje wartosc najmniejsza. (Dla uproszczenia dopuscmy rozpatrywanie
funkcji kawalkami rózniczkowalnych.) Dla funkcji z rysunku 3 albox'(t) = l,
albo x'(t) = -1. Zatem funkcja podcalkowa nie jest wieksza niz l+e2
i l(x) ~ l+e2•

Z drugiej str()ny funkcja podcalkowa nigdzie nie moze byc mniejsza niz l, a równa
l tylko w pUIlktach, dla których równoczesniex(t) = O, Ix'(t)1 = 1.
Tak wiec kres dolny wartosci calki, czyti l, nigdy nie bedzie osiagniety.

J.R.
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