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tys. I

Jak pewnie Czytelnikowi wiadomo, w skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej Rt mozna
wprowadzic na wiele sposobów metryke. Z punktu widzenia Analizy Funkcjonalnej
najistotniejsze sa te metryki, które okreslone sa przez norme jednorodna i tymi tez metrykami
zajmiemy sie w tym artykule.

Fun.kcja II . II:Rk -+ R nazywa sie norma jednorodna, jezeli
J. Ilxll ~ O iiixii = O wtedy i tylko wtedy, gdyx = O,

2. Ilhil = III . Ilxll dla kazdych x E Rt i l E R,
3. lix + yll ~ Ilxll + Ilyll dla kazdych x, y E Rt.
Przyklady norm beda podanj: w dalszej czesci artykulu.

Za pomoca normy mozna nastepujacym wzorem zdefiniowac metryke
dr

e(x, y) = Ilx- yll dla x, y E Rt.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze funkcja ta ma wszystkie wlasnosci metryki, a poza tym
jeszcze dwie dodatkowe:
(i) e(x + Xo, y + xo) = e(x, y) dla kazdego Xo E X (tzn. jest przesuwalna),
(ii) g(h, ly) = le(x, y) dla kazdego ).~ O,x, y E X

(w przypadku, gdyk = 2 i przy "zwyczajnej" odleglosci na plaszczyznie jest to twierdzenie
Talesa).

Latwo zauwazyc, ze gdy metrykae spelnia warunki (i) oraz (ii), to wyznacza norme jednorodna
dana wzorem

dr

e(x, O) = I/xii.

Jezeli w przestrzeniRk okreslona jest norma jednorodna II II, to pare(Rt, 1111)nazywamy

k-wymiarowa przestrzenia liniowa unormowana. Powstaje zasadnicze pytanie: Jak konstruowac
w przestrzeni Rk normy jednorodne?

Przyjrzyjmy sie troche dokladniej zbiorowi
Wo = {x:llxll ~ l} = ](0,1) (domknieta kula jednostkowa wzgledem normy 1111).

Zbiór ten ma nastepujace wlasnosci:
1. Wo jest zbiorem wypuklym,

2. O E Wo oraz O jest srodkiem symetrii Wo (tzn. x E Wo => -x EWO),

3. dla kazdegox E Rk istnieje t > Otakie, zetx E Wo (Wo jest zbiorem pochlaniajacym),
4. jezeli Xo E Wo i dla kazdego i > Ojest txo E Wo, to Xo = O (Wo nie zawiera pólprostych).

Jezeli Wc Rt spelnia warunki 1,2,3,4, to W nazywa sie cialem cechujacym. ZatemK(O, 1)

jest cialem cechujacym. Zachodzi tez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne, a mianowicie

Jezeli W c Rt jest cialem cechujacym, to wzór

pw(x) = int{t > O: +x E W} dla x E Rt

wyznacza norme jednorodna wr.
Norma ta nazywa sie funkcjonalem Minkowskiego generowanym przezW. Na rysunku 1
przedstawione sa trzy standardowe ciala cechujace wR2. Wówczas, jak latwo sprawdzic, mamy
dla x = (Xl> X2) E R2

pw, = (xf+xDt = Ilxll2,
PW. = max (Ix", !X21) = lixII""
Pw. = Ix,I+lx2! = lixii!.
Symbole wystepujace w prawych czesciach wzorów to standardowe oznaczenia tych norm
uzywane w Analizie Funkcjonalnej. Metryka wyznaczona przez norme 11112jest zwyczajna
metryka euklidesowa znana Czytelnikowi z lekcji geometrii.

Zauwazmy wreszcie, ze norma II 112jest generowana zarówno przez kolo z brzegiem, jak i bez
brzegu.

Latwo zauwazyc, ze:
1. A = {x: pw(x) < l} c W c {x: Pw(x) ~ l} = B,
2. Jezeli W' jest cialem cechujacym takim, zeA c W' c B, to Pw(x) = pw'(x) dla kazdegox E Rk,

3. Jezeli 1111jest norma jednorodna iW = ](0, 1), to Ilxll = Pw(x) dla kazdegox E Rt.
W ten sposób uzyskalismy pelny opis konstrukcji norm jednorodnych w przestrzeniRk•
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Rozwiazanie zadania M 408. PrzypuSCmy.

ze suma dlugosci cieciw jest nie mniejsza
niz kn. Wówczas suma dlugosci król<zych

luków opartych na tych cieciwach jest

wieksza odkn. Suma dlugosci tych luków

i luków symetrycznych do nich wzgledem

srodka okregu jest wieksza od2kn.Istnieje

wiec punkt okregu nalezacy do co najmniej
k + I sposród tych wszystkich luków.

Sre'dnica poprowadzona przez ten punkt

przecina co najmniej k + 1 cieciw.

W Analizie Funkcjonalnej wyróznia sie normy pochod7""'~ od iloczynu skalarnego nazywane
normami hilbertowskimi.

Funkcje F: Rk x Rk -+ R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli
l. F(x, x) ;:. O oraz F(x, x) = O wtedy i tylko wtedy, gdyx = O,

2. F(x, y) = F(y, x) dla x, y E Rk,

3. F(eJ.xt + fJxz;y) = eJ.F(x" y) + fJF(xz, y) dla x" xz, y E JlI', eJ., fJ ER. '

Jezeli F jest iloczynem skalarnym, to kladac Ilxl'IF~(F(x, x»t/Z dla X-E Rt otrzymujemy, jak
C7;ytelnik z latwoscia sprawdzi, norme jednorodna. Norme taka nazywamy norma hilbertowska
w Rt.

Jesli Fo(x, y) ~ XtY, +xz,Vz dla x = (x" xz), y = (y" yz) E RZ, to Fo jest iloczynem

skalarnym i IlxllFo= Ilxllz, wiec norma 1IIIz jest norma hilbertowska wRZ•

CI = ab-ez > Ob .
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Mozna zadac pytanie: Czy norma II 1100jest norma hilbertowska?
Wykonujac niezbyt trudne rachunki Czytelnik moze sprawdzic, ze w przestrzeniRZ kazdy iloczyn
skalarny ma postac:

F(x,y) = aXtY, +bxzyz+c(x,yz+xzY,), x, yE RZ, gdzie a> O i I;
Wówczas IlxllF= (axf+bxi+2cx,xz)t dla x E RZ.

Cialem cechujacym generujacym te norme jest zbiór
W = {(x" xz) ERz:axf+bxi+2cx, Xz~ l}, a wiec obszar ograniczony elipsa (rys. 2).
Mamy tez twierdzenie

Jezeli W jest cialem cechujacym wRZ ograniczonym elipsa, to norma generowana przezW jest
norma hilbertowska.

Podobnie w przypadku przestrzeniR3 norma jest hilbertowska wtedy i tylko wtedy, gdy cialo
cechujace jest ograniczone elipsoida.

Mozemy postawic teraz nastepujacy problem:
Jak w Rt wyróznic wsród norm jednorodnych normy hilbertowskie lub wsród wszystkich cial
cechujacych ciala ograniczone elipsoidami?
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Rys. 4

Wrodwne lenistwo autora nie pozwolilo

mu nigdy doprowadzic do konca obliczen

wyznaczajacych ogólna postac zbioru

A(a.b. oc) w p'rzypadku norm 111100 i II II,.

Bylby wiec bardzo wdzieczny Czytelnikowi,

gdyby zechcial wykonac za niego to zadanie
i o wyniku tych ustalen zawiadomil autora

za posrednictwem redakcji Delty.

Zacznijmy od pierwszej czesci powyzszego pytania.
l. PrzypuSCmy, ze norma II11jest norma hilbertowska wRk wyznaczona przez iloczyn skalarnyF.

'Wówczas

(.) IIx+tyllZ = Ilxllz + 2tF(x, y) + tZIlYUZ, x, y E Rk, t E R.

Wstawiajac w (.) t = 1 oraz t = - 1 i dodajac stronami otrzymujemy:
(i) IIx + yllZ + lix - yW = 2(llxW + lIyW) dla x, y E Rk (jest to tzw. równosc von Neumanna).
Wstawiajac w (.) Ilxll = Ilyll = 1 otrzymujemy:
(ii) lix + tyli = Iltx + yll dla t E R, x, YE JlI', Ilxll = Ilyll ;, l.

Okazuje sie, ze nastepujace warunki sa równowazne:
(a) norma jednorodna II IIjest norma hilbertowska wRk,

(b) dla kazdych x, y E Rk lix + yW + lix - Yllz = 2 (11xW + IIYIIZ),
(c) dla kazdych x,y E Rt, t E R, jesli llxll = Ilyll = 1, to lix +tyll = Iltx + yll.

2. Zauwazmy, ze w przestrzeni(RZ, 111'iz)dla dQwolnycha,b E RZ, t > l, jesli Ilall = libii = 1, to
lira - bil> Ila - bil (rys. 3).
Inaczej jest, gdy mamy do czynienia z norma 111100'Wówczas (rys. 4) wszystkie punkty lezace
na zaznaczonym kawalku boku kwadratuOABC sa odlegle w sensie normy l! 1100od punktu
b o l. Tak wiec lita - bil';' = Ila - blloo = 1 dla kazdegot E < 1,2>.

Okazuje sie, ze do warunków (a), (b), (c) mozna dolaczyc jeszcze jeden warunek równowazny:
(d) dla kazdych a, b E Rk oraz t> l, jesli Ilall = libii, to lita - bil> Ira - b!l.

3; W przestrzeni (R\ II II) rozpatrzmy zbiór

{t lix-ali }. k

A(a, b, eJ.) = X ER: --- = eJ. ,gdzIe a, b ER, a;6 h, rx > O.
lix-bil

W przypadku (RZ, II 112) jesli eJ. = 1, to A (a, bLeJ.)jest symetralna odcinkaab, ~s gdy (t. ;6 l,
jest okregiem (por. artykul J. Bednarczuka wDelcie 7/1985). Okazuje sie, ze mamy kolejny
warunek równowazny warunkowi (a):

(e) dla kazdych a, b E Rt, a ;6 b i eJ. > 0, eJ. ;6 l istnieja takie Xo E Rk oraz r > 0, ze:

A(a, b, rx) = {x: Ilx-xoll = rl.
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Liczbe te nazywamye - modulem wypuklosci ciala cechujacegoW.

I ..•~W przypadku przestrzeni(R2; 11112) mamy ww(e) = 1- JI l ~4 =

Rys.5

Ry<.8

XI

Teraz podamy pare uwag zwiazanych z druga czescia problemu.
l. Rozwazmy przypadek(R3, II II (0)' Cialem cechujacym te norme jest szescian
W = {(Xl, X2, X3): lx,I.;; l, IX21 .;; I, IX31 .;; l}.
Niech Po 15edzieplaszczyzna przechodzaca przez punktO przecinajaca szescianW, tak jak
na rysunku 5. Punkty nalezace do zakreskowanego szesciokata maja norme nie wieksza niz 1.
Jezeli wezmiemy dowolny rzut na plaszczyznePo, to po zrzutowaniu co najmniej jeden z obrazów
wierzcholków szescianu bedzie lezal na zewnatrz szesciokata, a wiec bedzie mial norme wieksza
od 1.

Zupelnie inaczej jest w przypadku(R3, 11112). Jezeli wezmiemy rzut w kierunku pro,stopadlym
do Po, to obraz kazdego punktu ciala cechujacego bedzie lezal w zakreskowanej czesci
plaszczyzny Po, a wiec bedzie mial norme nie wieksza niz 1.

Okazuje sie, ze dlak ;;. 3 nastepujace warunki sa równowazne:
(A) Wjest cialem cechujacym wRl ograniczonym elipsoida,
(B) dla kazdej podprzestrzeniPo c Rl istnieje taki rzut n-na Po, zepw(n(x» .;; l dla dowolnych
XE W.

2. Dla ciala cechujacegoW i e > O okreslamy

ww(e) = inf{l-pw ( X;Y): Pw(x) = Pw(Y) = l, Pw(x- y) = ~}.

4

V . dla e> O

e21+ 1--
4

( 7) '- d I' ww(e) I Gd' W· . l h .. I' .rys. ,sta lm --- = -. y Jest cia em cec uJacym ogramczonym e lpSa, to mozna
•...•0 e2 8

k .. ' .. l d d . M' k'" ww(e) M dl k 'd . Owy azac, ze IstmeJa sta e o atme I m ta le, ze m .;; --- .;; a az egoe > .
. ~.

Okazuje sie, ze do warunków(A) i (B) m,ozna dodac jeszcze jeden im równowazny:

(C) istnieja stalem>O i M > ~ takie, zem';; ww2(e) .;; M dla ~azdegoe> O.e

3. Rozwazmy cialo cechujaceW w R3 ograniczone elipsoida. Przekroje podprzestrzeniami
dwuwymiarowymi P, i P2 ciala W sa-zbiorami ograniczonymi przez elipsyE, i E2 (rys. 8). Istnieje

afiniczne odwzorowanie @:Pl ~ P, takie, ze @(EI) = E2• Mozemy wiec powiedziec, ze kazde
dwa przekroje ciala cechujacegoW sa afinicznie równowazne.

Inaczej jest w przypadku, gdy cialem cechujacym jest szescian. Na rysunku 9 pokazane sa dwa
przekroje, które nie sa afinicznie równowazne.

Okazuje sie, ze takze nastepujacy warunek
(D) kazde dwa przekroje ciala cechujacego W podprzestrzeniami dwuwymiarowymi sa
afiriicznie równowazne

jest równowazny warunkowi (A).

Problem postawiony powyzej mozna uogólnic w nastepujacy sposób: NiechW bedzie cialem
cechujacym polozonym w przestrzeniRl• Przypuscmy, ze kazde dwa przekrojeW przestrzeniami
l-wymiarowymi (1<kk) sa afinicznie równowazne. Czy Wjest wtedy cialem cechujacym
ograniczonym elipsoida? Pelnej odpowiedzi na to pytanie nie znamy. Nierozstrzygniety
przypadek dotyczy sytuacji, w którejk jest parzyste, aI = k -1 (np. k = 4 i l = 3).
W pozostalych przypadkach odpowiedz jest pozytywna.

Rys.\)

Na zakonczenie sformulujemy jeszcze pewna wlasnosc charakteryzujaca kule (a nie elipsoide!)

w R3• Wlasnosc te latwo sformulowac w jezyku fizyki. NiechW bedzie cialem cechujacym.
w R3 wykonanym np. z zelaza, majacym te wlasnosc, ze jakkolwiek postawimy je na stole,
bedzie to polozenie równowagi. WówczasW jest kula. Zauwazmy, ze polozenieW na stole
mózna traktowac jako zanurzenieW w cieczy o gestosci równej00. Mozna wiec postawic
ogólniejszy problem: cialo cechujaceW ma te wlasnosc, ze kazda pozycja zanurzenia jego w
cieczy jest pozycja równowagi. Czy Wjest kula? Odpowiedz nie jest znana do dzisiaj.

I juz zupelnie na koniec autor ma nastepujace pytanie do Czytelnika: Jak sformulowac powyzsza
wlasnosc (tj. te ze stolem) w jezyku matematyki?
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