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Dr hab. Ryszard KUTNER

Poglebiona fizyczna analize ruchów Browna Czytelnik moze znalez<: np.

w dwuczesciowym artykule B. Cichockiego pt."Ruchy Browna", De/ta nr 4 i 5
(1983).

Metoda Monte Carlo zostala omówiona np.w szescioczesciowym artykule R.
Zielinskiego pod wspólnym tytulem: "Metody Monte Carlo".Delta nr 9-11

(1975) oraz Delta nr 1-3 (1976).

2'" PRINT '
PRINT" l'"
PRINT PRINT
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LET xl=x0+dx
LET "I="0+d"
GO TO 410

10 REM Ruch Browna PoJtd.ncz.9o
20 REM ato~u w zawiesinie.
30 REM Pro9ra~ w.znacza ~.In (r~2(t»
40 REM w tksPtr.~encle kO~Put.row.~.
:50REM
60 REM Macierz. I dane

70 DIM u(:50)'DIM v(:50)'DIM d(!50)' DIM 1"(:50)
80 READ tk,a,s,p
90 DATA 40,6,100,:50
100 REM
110 REM,T'.bela

120 PRINT "CZai<"l\sPel".~.ntua";tkJ"[kMCJ"
130 PRINT " "
140 PRINT ' PRINT
1:50 PRINT "(DaI••J dO'.Joln.klawlu)"
160 PAUBE 0' CLB
170 REM
180 REM Punkt startu oznaczono PI"Z"Z"O"
190 LET a0=128' LET b0a76
200 REM
210 REM Be9~ent d.fuz"Jn"
220 FOR J=1 TO s
230 PRINT "nt'" llxPer-. a: " j J) "; "J "liczba. ~xPer'. 1Il";:!
240 REM
2:50REM R"suJ. poJe~nlk I Punkt stal"tow.
260 PLOT 0,O' DRAW 0,1:51
270 PLOT 0,151' DRAW 25:5,0
280 PLOT 25:5,1:51'DRAW 0,-151
290 PLOT 2:55,0'DRAW -255,O
300 CIRCLE a0,b0,4
310 REM ***************
320 REM
330 REM Pojed~ncz~ ek5Pet"'~m~ntsta.tYst~czn~
340 LET x0=a0' LET .0=b0

350 FOR tal TO tk
360 LET f=2*PI*RND

370 LET dx=d:COB (f)'
380 LET d.=a*BIN (f),
390 IF xl)=255 THEN
400 GO TO 420

410 LET xl=2*255-xl' LET dx=xl-x0
420 IF .1>=151 THEN GO TO 440
430 GO TO 450
440 LET .1=2*151-.1' LET d.="I-.0
450 IF xl(=0 THEN GO TO 470
460 GO TO 480
470 LET xl=-xl' LET dx=xl-x0
480 IF .1(=0 THEN GO TO 500
490 GO TO 550
:500LET •1=-.1
510 LET d"=" 1-.0
520 REM ***************
530 REM
540 REM R.suJe kolejne POZ"cJt atomu
550 PLOT x0,"0' DRAW dx,d.
560 REr1
570 REM Oblicza <1"~2(t»
580 LET u(t)=xl' LET v(t. )=.1
590 LET d(t)=(u(t)-a0)*(u(t)-a0)+(v(t)-b0)*(v(t)-b0)
600 LET x0=xl' LET "0="1
610 NEXT t
620 FOR t=1 TO tk
630 LET l"(t)=I"(t)+d(t)/s
640 NEXT t
650 REM

660 IF J)=2 THEN GO TO 690
670 PRINT "(Dalej dowoln. kl'.,;isz)"
680 PAUBE 0' CLB
690 PAIJSEP
700 IF J=s THEN GO TO 720
710 CLS
720 NEXT J
730 PRINT "(Dal••J dowoln. klawisz)"
740 PAUBE 0' CLS
750 REr1
760 REM Tabela
770 PRINT "t";" ";"(rA2( t»"

780 PRINT " ~---"
n0 PRINT
800 FOR t=1 TO tk
810 PRINT t;"
820 NEXT t
830 PRINT

840 PRINT "Teor9t::lcz'n~ f.oJSP. d:lfu.zJ 1 D="; s.*8/4J "
[,jednostk i €ok:!.? komPlJ.ter'ol..Je90l tzn. lkMCl;lllJ"

850 PRINT
860 PRINT "(D'.leJ dO'Joln.kl'.'.Jlsz)"
870 PAIJSE0' CLS
880 REM

890 REM Konstrukcja w.skalowan.ch osi x-.
900 PRINT" 2A 3"
910 PRINT "I" xI0'" PRINT

PRINT • PRINT PRINT
PRINT ' PRINT PRIlH

920 PRINT TAB 29;">"
930 PRINT TAB 7;"2";TAB 12;"4";TAB 17J"6";TAB 22;"8";

TA8 26;"10";TAB 28;"tx5"
940 PRINT TAB 27; "[kMC]" "
950 PLOT 0,19' DRAW 235,0
960 PLOT 19,0' DRAW 0,170
970 FOR 1=4 TO 23 STEP 2
980 PLOT 10*i-l,19' DRAW 0,3
990 NEXT i
1000 FOR J=4 TO 16 STEP 2
1010 PLOT 19.10*J-l' DRAW 3,0
1020 NEXT J
1030 REM
1040 REM Dan. do skalowania osi x-"
1050 READ kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8,k9
1060 DATA \,40,\,\,O,4,\9,.06,\9
1070 FOR k=kl TO k2 STEP k3
1080 LET 9=k*k4+k5
1090 LET 91=9*k6+k7
1100 LET k00=k/2
1110 LET k0=INT (k00)
1120 LET k0=2*k0
1130 IF k0<k THEN GO TO 1160
1140 LET 1"2=1"(9)*k8+k9
1150 CIRCLE 91,1"2,2
1160 LET dt='.h*9
1170 LET d2-dt*k8+k9
1180 PLOT 91,d2
1190 NEXT k
1200 STOP

Monte Carlo
Browna

Metoda

a ruchy

W ostatnich kilkunastu latach, wraz z prawdziwa inwazja nie
tylko w wielu galeziach nauki róznego typu komputerów
naj nowszych generacji, nastapil szybki rozwój m.in, numerycznych
metod symulacji komputerowej. Znalazly ,one zastosowanie

'glównie'-w dziedzinie fizyki materii skondensowanej, w teorii
pola, w fizyce stosowanej czy tez w dziedzinie chemii fizycznej,
przyczyniajac sie w istotny sposób do ich rozwoju. Do perfekcji
doprowadzono metody: deterministyczna dynamiki molekularnej,
deterministyczno-stochastyczna dynamiki Langevina, a przede
wszystkim, szybsza od innych stochastyczna metode Monte Carlo.
Szczególnie spektakularnym, a zarazem pogladowym
przykladem Z'lstosowania tej ostatniej metody moze byc
symulowanie komputerowe ruchów Browna.

Liczby generowane przez fun keje R N D mikrokomputera nie saprzypadkowe
.,1<iCJ1SU stricto" - sa to liC7.by pseudolosowe, chyba ze komputer korzysta z tzw.

gC'ocratora szumowego, czyli, najogólniej mówiac, przetwornika fluktuacji

(ilC; lowych na sygnaly bim. 'ne ro/umiane przez kompute wlasnie jako liczby
przypadkowe.

Zrozumienie istoty zjawiska ruchów Browna nastapilo na
poczatku biezacego stulecia i zwiazane jest z nazwiskiem
Alberta Einsteina, Paula Langevina, a przede wszystkim Mariana
Smoluchowskiego, któremu zawdzieczamy wyjasnienie
mechanizmu tego zjawiska. Porównanie przewidywan teorii
z doswiadczeniem pozwolilo Jeanowi Perrin na wyznaczenie m.in.
liczby Avogadra, a zatem bezwzglednych mas atomowych
'i stanowilo przekonujacy dowód realnosci tzw. hipotezy
atomistycznej.

Charakterystyczna wlasnosc ruchów Browna to wystepujaca
nieustannie nieregularna zmiana polozenia czasteczki o rozmiarach
rzedu 10-4 cm, zawieszonej w cieczy lub w gazie, wywolana
przypadkowymi potraceniami ze strony otaczajacych ja znacznie
mniejszych czasteczek osrodka. Inaczej mówiac - na czasteczke
zawiesiny dziala fluktuujaca sila spowodowana chaotycznymi,
nieskompensowanymi uderzeniami czasteczek osrodka. Wynik
pojedynczego, calkowicie przypadkowego zderzenia jest bardzo
maly (w skali makroskopowej), jednak sumarycznym efektem
duzej liczby tych zderzen moze byc, obserwowane przez mikroskop
nawet o niewielkim powiekszeniu, znaczne wypadkowe
przesuniecie przypadkowe czastki zawiesiny. Przypadkowosc ta,

przejawiajaca sie w postaci zygzakowatej trajektorii bladzacej
czastki zawiesiny, lezy u podstaw symulacji ruchów Browna
metoda Monte Carlo.

Metoda ta pozwala na zbudowanie modelu numerycznego - jest
on zrealizowany w postaci (odtworzonego na drodze numerycznej)
procesu stochastycznego Markowa, zwanego w tej sytuacji
dokladniej bladzeniem przypadkowym. Najistotniejszym

elementem tego, 'w istocie rzecz)' uproszczonego modelu, jest
przypadkowe wybieranie przez komputer kierunku kazdego,
kolejnego elementarnego przesunieciaLlrJ czastki (j = l, ... , N,

gdzie N jest calkowita liczba elementarnych przemieszczen).



z symulacji dla kazdej chwili czasuI zestawiono w tabelce, która
komputer wyswietla na ekranie po zakonczeniu "eksperymentu"
(zalezne od czasu srednie przesuniecie kwadratowe oznaczono
przez (r A 2 (1)). Ponadto wyniki te prezentuje w postaci
wykresu (kólka na rys. 2) porównujac je z przewidywaniami
tcoretycznymi (kropki na tym samym rysunku).

W zalaczonym obok programie na popularny komputerZX
Spectrum 48K firmy Sinclair ma to miejsce w petli wewnetrznej
rozpoczynajacej sie w linii 350, a konczacej w linii 610.
Mianowicie w pojedynczym kroku, w linii 360, losowany jest kat
biegunowy fz przedzialu [0,2n). Ten krok to wlasnie pojedynczy
krok Monie Carlo (kM C), który traktuje sie tutaj jako umowna
jednostke czasu. Kolejne jednostki indeksowane sa zmienna
sterujaca r przyjmujaca wartosc poczatkowaf = I i koncowa
f = rk; rk wprowadzono z zewnatrz w linii 90 w postaci danej
liczbowej.

r
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d JR(t)l') - "lI't,

Mozna wykal.uc, ze na mocy statystycznej niezaleznosci elementarnych

prz-::mievc/cl\ zachodl.i n:lstepujaca zasadnie/a relacja:

Rys. 2. Srednic pf.l.csuniecic kwadratowe ([.IR(t)F> (oznaczone skrótowo pr/cz

rl) jako funkcja czasu t. Kólkami zaznaczono wynik "doswiadczenia"

komputerowego, a kropkami dla porównania rezultat teoretyczny.
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gdzie I' ::;::N/t. Wiclkosc te mozna interpretowac, dla duzych czasówt, jako

~rednia liczbe elemcntarnych przemieszczcn w jcdnóstce czasu (czyli czestosc

przemieszczen). W powyzszym wzorze wystepuje charakterystyczna wlasnosc
problemu: srednia z kwadratu N elementarnych przypadkowych nic •..aleznych

przcmieszcJ:en jest proporcjonalna doN, a nie do N2. Stad wspólc •..ynnik <lyf·.lzji

D swobodn~.i czasteczki Browna (!any jest wzorem

Nastepnie, w linii 370 obliczana jestx-owa skladowa elementarnego
przemieszczenia czastki, oznaczona tutaj przezdx, oraz x-owa
skladowa nowego, aktualnego wektora polozenia czastki,
oznaczona przezxl. Analogicznie obliczane sa ,w linii 380
odpowiednie- skladowe y-owe (zauwazmy, ze wektor poprzedniego
polozenia cZlstki oznaczono przez(xO, yO». W ten sposób
bladzaca czasteczka przemieszcza sie z danego polozenia(xO, )"0)

w sasiednie polozenie(xl, yl), przy czym prawdopodobienstwo
tego przemieszczenia na jednostke czasu(1'), zwane takze
czestoscia przemieszczen, przyjeto równe 1 kMC. (Fakt, ze czas
komputerowy r ma charakter dyskretny, nie ma w tym
jednoczastkowym przypadku wiekszego znaczenia.)
W wewnetrznej petli konstruowane jest wiec indywidualne
"doswiadczenie" komputerowe polegajace na generowaniu
dwuwymiarowego bladzenia przypadkowego pojedynczego punktu,
który kresli trajektorie swego ruchu na ekranie monitora.

Uruchomienie programu na innym mikrokomputerze wymaga, niestety,

modyfikacji. Na prLyklaJ moga ulceImi"lI1ic instrukcje grafie/Ile PLOT i DRA W

lub funkcja RND, a takze moze ulce zmianie rola111<lków inlt:rpunkcyjnych.

Obsluga programu jest latwa, a minnowicic: po bezblednym wpisaniuprllgr~lJl111

do mikrokomputera i uruchomieniu go kla\\islCm RUN nalezy popro~tll
stosowac sie do ""y.swictlanych na ekranie polecen umieszczonychw nawiasach.

Rysunki la i Ib stanowia kopie ekranu odpowiednio po
pierwszym i czterdziestym kMC. Trajektoria tego ruchu jest, jak
nalezalo oczekiwac, linia lamana zlozona z chaotycznie
ukierunkowanych prostych odcinków. W kazdym
indywidualnym "doswiadczeniu" komputer oblicza (linie 580

N

i 590) zalezny od czasu kwadrat przesuniecia[LlR(f)]2 = (L:LIr)'.
. j~ l

Nastepnie, miedzy linia 620 a 640, usrednia te wielkosc po'
utworzonym zespole statystycznym niezaleznych "doswiadczen"
(tzn. oblicza srednia arytmetyczna tej wielkosci po liczbie
"doswiadczen"), dajac w efekcie zalezne od czasu srednie
przesuniecie kwadratowe<[.-'lRU)]'). Wyniki otrzymane

D va"/2d,

gdzie d jest wymiarem przestrzen, (w naszym przypadku, oCZYWiscie,d == 2).

\Vlasnie powyzsze dwie rdacje s<}sprawdzane w omawianym "doswiadczeniu"

statystycznym.

Wykres skonstruowano dla zespolu statystycznego skladajacego sie
z s = 100 indywidualnych "doswiadczen", co, jak widac, zapewnia
zadowalajaca zgodnosc rezultatów "doswiadczalnych"
z przewidywaniami teoretycznymi. Liczbas jest dana
wprowadzona w linii 90 i w istocie rzeczy odpowiedzialna za

rozrzut statystyczny punktów "doswiadczalnych". Przyjecie np.

s = 400 znakomicie zmniejsza rozrzut wyników, wydluza jednak
znacznie czas "eksperymentu" komputerowego. Wydaje sie wiec,

E:::<p€:r. c Z b." E::x:P'::: ('. ::::100

Rys. Ia. Kopia ekranu monitora po wykonaniu prLt:z komplllt:r drugiego

"eksperymentu" nalezacego do zespolu statystycznego. Linia lamana pokazuj~
trajektorie czastki Browna do chwilit'~ 40 kMC (kólko na srodku rysunku

oznacza miejsce startuw chwili ( = O).

Rys. Ib. Analogiczna kopia ekranu po wykonaniu !Hl"::l komputer ostatniego.

setnego "eksperymentu".
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ze s ~ 100 jest rozsadnym kompromisem - czas "eksperymentu"

nie przekracza bowiem w takim przypadku 25 minut. Oczywiscie

komputer móglby obliczac takj:e i inne, niemniej wazne,
charakterystyki ruchów Browna i porównywac je z teoria, ale
tutaj chodzilo jedynie o naszkicowanie idei, a nie o wyczerpujaca
analize.

Jezeli niektórzy Czytelnicy chcieliby we wlasnym zakresie dokonac
modyfikacji zamieszczonego programu;' to warto dodatkowo
uwzglednic np. stochastyczny charakter dlugosci elementarnego
przemieszczenia. W tym celu nalezy wprowadzic linie
przykladowo o numerze 365, w postaci: LETl = - a*LN (RND)
oraz w linii 370 i 380 dokonac zamiany zmienneja na wyznaczona
powyzej dlugosc elementarnego przemieszczenial. Mysle, z~
Czytelnicy rozumieja, jakiemu (unormowanemu) rozkladowi
prawdopodobienstwa podlega zmiennal. Nalezy zaznaczyc. ze

przy takim podejsciu wplyw warunków brzegowych (odbicie
czastki), przyjetych w programie, moze byc juz istotny. Wymaga
to wiec ich zamiany na tzw. periodyczne warunki brzegowe.

Innym, ambitnym zagadnieniem, które móglbym Ci zaproponowac,
Szanowny Czytelniku, 'do rozwiazania, moze byc np. wyznaczenie
prawdopodobienstwa powrotu czasteczki po czasiet do punktu

startowego. Prawdopodobienstwo to jest jedna z glównych
charakterystyk bladzenia przypadkowego. Warto dodac ponadto,
ze o ile ruchy Browna pojedynczej czasteczki sa wystarczajaco
przebadane, o tyle zagadnienie ruchów Browna wielu

oddzialujacych wzajemnie ze soba czasteczek w skondensowanej
zawiesinie jest obecnie przedmiotem intensywnych badan i wydaje
sie, ze wlasnie symulacje komputerowe (iwlaszcza metoda Monte
Carlo) moga przyczynic sie do ich glebszego zrozumienia.

_Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 44S.Czy szachownice o wymiarach 10x 10 mozna pokryc kostkami domina o wymiarach 2x 1
w taki sposób, by dokladnie polowa z nich byla ustawiona poziomo?
Rozwi~zanie na str. 14

M 446. Wykazac, ze czworokaty wypukle o tych samych srodkach boków maja równe pola.
Rozwiaz~nie na str. 2

Rys. l

Rys.2

~

w

M 447. Startujaca z zera czastka bladzi losowo po prostej w taki sposób, ze
z prawdopodobienstwem p wykonuje krok o jednostke w prawo, z prawdopodobienstwem
q = l-p w lewo; kolejne kroki sa niezalezne. NiechSn oznacza polozenie czastki pon krokach.

(q )SnObliczyc E P .
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 204. Piorunochron sklada sie ze sztywnego prostoliniowego przewodnika i otaczajacej go
metalowej rurki o promieniu b = 1 cm (rys. 1). W wyniku przeplywu pradu wyladowania
atmosferycznego rurka ulegla-zgnieceniu. Wyjasnij dlaczego? Oszacuj wielkosc ladunku

elektrycznego, jaki przeplynal przez piorunochron, jesli wiadomo, ze rurka moze wytrzymac
cisnienie nie wieksze niz 30 kPa, a czas przeplywu pradu wynosi 10-3 s.
Rozwiazanie na str. 6

F 20S.Plaska tarcza o promieniuR, wykonana' z dielektryka, wiruje ze stala predkoscia katowa
w w stalym polu magnetycznymB skierowanym prostopadle do tarczy. Na powierzchni tarczy
przymocowano wzdluz cieciwy przewodnik o dlugoscil (rys. 2). Obliczyc róznice potencjalów
miedzy koncem przewodnika i jego srodkiem.
Rozwiazanie na str. 3
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