Najprostsze zadanie matematyki
Mgr Winfried JUST

Wyznaczy¢ liczbe elementow danego skonczonego zbioru X — oto najbardziej elementarne
zadanie matematyki. Wszyscy pamigtamy z pierwszej klasy szkoly podstawowej niezawodng
metode rozwigzywania tego problemu i na tym mozna by ten artykul zakonczy¢, gdyby nie to, ze
kazdy czlowiek dysponuje tylko ograniczong liczba palcow i ograniczonym czasem.

Rozwazmy dla przykladu nast¢pujacy problem: Na ile sposobdéw moina n zlotych podzieli¢
miedzy k 0sob? Zeby to zadanie przetlumaczy¢ na jezyk matematyki, oznaczmy przez P(n, k)

k
liczbe k-elementowych ciggdw liczb naturalnych (m,)f_, takich, 7e Z m; = n. Zadaniem naszym

=
jest wyznaczenie P(n, k). ,,Liczeniu na palcach™ odpowiada tu nastepujace rozumowanie: m,

moze przybiera¢ dowolng wartos¢ od 0 do n; przy zaloZeniu, ze m;, = [ mozemy wartos¢ m,
ustali¢ na n— [ sposobow; jesli wiadomo, ze m, = I,, my = I, to m3 moze przyjaé jedna

z n—1I, — 1, wartosci, itd. Przy takim postepowaniu musieliby§my rozpatrywa¢ P(n, k) przypadkow.
Na razie jeszcze nie wiemy, jak diugo by to trwalo, ale na wszelki wypadek rozejrzyjmy si¢ za
efektywniejszym sposobem obliczenia P(n, k).

Zauwazmy przede wszystkim, Ze jesli pierwsza osoba otrzymala / zlotych,*to mamy jeszcze n—1
zlotych do podzialu migdzy k— 1 os6b. Zapisujac te obserwacje formalnie otrzymujemy

(1 P(n, k) = 2 Pln—1, k—1).
1=0

Zalezno$¢ tego typu nazywa sig¢ zaleznoscia rekurencyjng. Pozwala ona na obliczenie P(n, k),
jesli znamy P(m, k— 1) dla wszystkich m < n. Zatem mozemy P(n, k) obliczy¢ w nastgpujacy
sposob:

Najpierw zauwazmy, ze P(m, 1) = 1 dla wszystkich m = 1. Obliczamy P(m, 2) ze wzoru (1) za
pomocg m dodawan dla wszystkich m < n, potem kolejno P(m, 3), P(m, 4), ..., P(m, k—1) dla
wszystkich m < n. W ostatnim kroku obliczamy P(n, k) ze wzoru (1) za pomoca n dodawan.

: : ; - nin+1) :
Przy takim sposobie obliczania P(n, k) musimy dokona¢ {acznie (k—2) - fwkn dodawan.
Sprébujmy, czy nie mozna tego zrobic jeszcze prodciej.
Obliczmy najpierw liczbe takich podzialow, nazwijmy je ,,sprawiedliwymi’, przy ktérych kazda

osoba otrzymuje co najmniej jedng zlotowke. Oznaczmy przez /; sume pieniedzy, ktorg lacznie
otrzyma pierwsze j 0sob, czyli

leaed Yo

1 !'j = ny.
i

Jasne, ze [y < ... < Ii_y < Ik = n, o ile tylko podziul jest ,,sprawiedliwy”. W ten sposob
przyporzadkowaliSmy kazdemu podzialowi ,,sprawiedliwemu™ (k — 1)-elementowy podzbiér

n—1
{1y ..y lk—y } zbioru {1, ..., n—1}, i to w sposéb wzajemnie jednoznaczny. Czyli jest (k l)

takich podziatlow. Ale nie wszystkie podzialy sg ,,sprawiedliwe™, co gorsza, moze w ogole nie byc
takich, mianowicie wtedy, kiedy & > n. Stosujemy tu trik : Pozyczymy k zlotych, podzielimy n+ k
zlotych ,,sprawiedliwie’” miedzy & osob, a potem szybeiutko zabierzemy kazdej osobie po

zlotowee. Pozostale n zlotych jest juz podzielone w sposob dowolny, wiec otrzymalismy wzor

) n+k—1
2 P(n, k) =

@ o= ("] )

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, kiedy nam nikt nie pozyczy, ale te drazliwg kwestie
zostawmy ekonomistom, Nas bardziej interesuje pytanie, w czym ostatnie rozwigzanie jest lepsze
od poprzedniego. Mozna oczywiscie powiedziec, ze otrzymalisSmy elegancki wzor, ktory wyraza
P(n, k) w sposob jawny, ale elegancja jest kwestig gustu i ,,jawnos¢” wzoru pojgciem nader

n
umownym, pamigtajmy wszakze, iz symbol (k) rowniez moze by¢ zdefiniowany w sposob

(=G5 om0

rekurencyjny:



Ale sprobujmy obliczy¢ P(100,5). Stosujac wzoér (1) musielibySmy w tym celu wykonaé

100 - 101
3+ ————+100 = 15 250 operacji dodawania, a ze wzoru (2) otrzymujemy wynik za pomoca
pieciu mnozen i jednego dzielenia:

(104) ~ 104-103-102- 101
dof

P(100,5) = = 4 598 126;

2:3-4
ta ostatnia liczba pokazuje, ile palcéw musielibyémy mie¢, zeby policzy¢ na nich P(100,5).
Wzér (2) jest wiec nie tylko ladny, lecz daje réwnoczesnie szybki sposob obliczenia P(n, k). Nie
wszystkie eleganckie wzory jednak maja tg¢ przyjemna wilasno$¢. Dla przykladu rozpatrzmy
nastepujace zagadnienie:

Mamy »n roznych prezentow i chcemy nimi obdarowac naszych k przyjacidl, przy czym kazdy
z nich ma otrzymac przynajmniej jeden prezent. Oznaczmy przez F(n, k) liczbe sposobow, na
ktore mozna tego dokona¢. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych n, k = 1 zachodzi:

&) F(n, k) = k(F(n—1, k—1)+ F(n—1, k)).

Zeby udowodni¢ wzor (3), zatézmy, iz jeden sposrdd tych n prezentdw jest najnowszym numerem
Delry. Jesli juz podjelisSmy decyzje, ktory z naszych k przyjaciol ma zostaé jego szczesliwym
posiadaczem, mozemy albo uznac, Ze najnowszy numer Delty jest tak ciekawy, iZ osoba nim
obdarowana juZ nie bedzie zwracac uwagi na ewentualne dalsze prezenty, a zatem nalezy
pozostale n—1 prezentow podzieli¢ miedzy pozostalych k—1 osab, co mozemy uczyni¢ na
F(n—1, k—1) sposobéw; albo moZemy uznac, Ze nasz przyjaciel powinien jeszcze co$ oprocz
Delty dosta¢, a wtedy mamy F(n—1, k) mozliwosci rozdzielenia pozostalych prezentow. Stad
otrzymujemy wzor (3).

Zauwazmy jeszcze, Ze

@) Fn,0)=0, jesli n#0 oraz Fmk)=0, jesli k> n.

Przyimujac dodatkowo, ze F(0, 0) = 1, moZemy ze wzorow (3) i (4) obliczy¢ kolejino:
F(1,1), F(2,1), F(2,2), F(3, 1), ..., F(k, k), F(k+1, 1), ..., Flk+1, k), F(k+2, 1), ..., F(n, k).

k(k—1
,,Kosztuje” nas to kn— % mnozZen i tylez dodawan.

Z drugiej strony zachodzi zadziwiajaca zaleznoéé:
(5) F(n, k) = (('—1)*)"(0) (f/* oznacza n-ta pochodna funkcji f).

Powyzszy wzoér mozna udowodni¢ przez indukcje:
Skoro (e —1)° = 1, to otrzymujemy:
ldlan=0

e LAY
(=1 )“_{Odlan>0.

Jesli zas k > 0, to ((e"—1)*)®(0) = ((e'—1)*)(0) = 0, czyli udowodniliémy wzor (5) dla
przypadkow, kiedy n = 0 lub k = 0.

Zaloézmy teraz, ze (5) zachodzi dla F(n—1, k) i F(n—1, k—1). Wtedy

(' = 1H™(0) = (((e"—DH)"1(0) = (k(e"—1D* )" 1(0) = k((e"—1)*" - (e'—1+1))""1(0)
= k(((e" - 1)5"=0)+ ((e'— 1)* )™ 1(0)) = k(F(n—1, k)+ F(n—1, k—1)) = F(n, k), co koficzy
dowdd wzoru (5). v

Udowodniony przed chwila wzor jest niewatpliwie bardzo elegancki, ale gdybySmy chcieli
obliczy¢ F(n, k) rézniczkujac funkcje (ef —1)* n-krotnie, a potem obliczajac warto$¢ otrzymanej

X n-tej pochodnej w zerze, zajeloby to nam wiecej czasu niz obliczanie F(n, k) ze wzorow (3) i (4).
Ale ze wzoru (5) mozna wyprowadzi¢ jeszcze jedno wyrazenie dla F(n, k):

(" =1D)™©) = (i iy e""’”(ﬁ))mfﬂ) . (i ((-1)Je't'=—h ' (f))“) W=

j=0 j=0
k k 2
(3" - ( ) « k=t *} ©).
(el
Cazyli otrzymujemy wzor
k
k
® F k= > -1 j)-(k—})'-
) ya

Teraz wida¢, dlaczego bezposrednie obliczanie F(n, k) z (5) trwa dlugo — rézniczkujac bowiem
n-krotnie obliczamy kazdg potege (k—j)" przez n kolejnych mnozefi, nie méwiac juz

o wykonywanych po drodze operacjach rézniczkowania i dodawania powstajacych przy tym
skladnikéw. Mozemy natomiast obliczyé (k—j)" znacznie szybciej korzystajac z zaleinodci:

@ ? Sdia S oIt it



k
Réwniez obliczenie (j) we wzorze (6) mozna uproscic¢: skoro mamy znaleZé wszystkie

(k
wspolczynniki ( ) po kolei, najwygodniej bgdzie korzystac z zaleznoscei:
'

k = k k_—{
& (j+1)“(f) 1

ZastanoOwmy si¢ na przyklad, ile trzeba wykonac operacji, zeby otrzymac F(64,5) ze wzoru (6).
Skoro 64 = 2%, mozemy obliczy¢ (5—j)** korzystajac z (7) za pomocg sze$ciu mnozen. Obliczenie

. 5 ; 5
za$§ wartosci kolejnego wspoiczynnika ( ) kosztuje nas jedno dzielenie i jedno mnozenie, a (j)
J

trzeba jeszcze pomnozy¢ przez (5—j)°*. Skoro nie ma potrzeby obliczenia wartoéci (5— 5)%%
oraz (5—4)%*, musimy w sumie dokona¢ 35 mnozen, 5 dzielen i 5 dodawan. g
W obu rozwazanych przez nas przykladach mieliSmy nastepujacy schemat: Dana jest rodzina
zbiordow skoniczonych {X,, «: n, k € N} oraz znamy oczywista zaleznos¢ rekurencyjng, ktora
pozwala na obliczenie mocy zbioru X, &, jesli znamy moce zbioroéw X, dlam < n, I < k.
Naszym zadaniem bylo znalezienie mniej oczywistego, lecz korzystniejszego z rachunkowego
punktu widzenia wyrazenia na liczbe elementow X,, ;.

Istnienie tak prostych zaleznosci jak (1) albo (3) nalezy jednak do wyjatkow. Moze takich
zwiazkow w ogole nie by¢, albo moga by¢ bardzo skomplikowane.

Dla przykladu powr6émy jeszeze raz do podziatow pienigdzy. Niech p(n) oznacza liczbe mozliwych
sposobow rozdzialu n zlotych migdzy n oséb tak, aby i-ta osoba otrzymala nie mniejsza kwole niz
(i+1)-sza osoba. Inaczej mowiac, p(n) oznacza ilos¢ nierosnacych ciagdw liczb naturalnych

n
(m,;) =, takich, ze Z m = n
i=1

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler, ktory jako pierwszy rozwazal ten problem, znalazt
nastepujacy wzor rekurencyjny:

[=+]
1 1
® p) = (—D"‘“(p(n— 3 m(3m-1))+}7(n— 2 mGm+ 1}))

m=0
(gdzie oczywiscie p(x) = 0 dla x < 0).
Wzoér (9) bynajmniej nie jest oczywisty i jego dowdd wymaga trudnych drodkow analitycznych.
Problemowi wyznaczenia p(n) poswigcono dziesigtki rozpraw matematycznych, a w dwudziestym

wieku znaleziono wzor wyrazajacy p(n) przez catke pewnej funkgji analitycznej po konturze
zamknigtym w dziedzinie liczb zespolonych!

Tt

Rozwigzanie zadania F 207. Potraktujmy stacje Zasada zachowania energii daje
B ot :
osmiczng i IDb!Ekl Jaki.:) punkty materialne = -5 (m+ MV3 pild
o masach m i M. Inercjalny uktad 5 S— -G =
odniesienia umiesémy w punkcie, w ktérym
znajdowala sig¢ poczatkowo masa M. Calkowity gdzie x jest szukang maksymalng odleglodeiy.
ped jest w tym ukfadzie rowny Z dwoch ostatnich réwnan wynika, ze
Py = my. 1
e
1 o

Gdy masy osiggng maksymalne oddalenie,

——
ich predkoi¢ wzgledna bedzie réwna zeru, L 2GS

a wigc obie begda si¢ poruszaly w wybranym Predkosé ucieczki otrzymujemy = warunku
ukladzie odniesienia z 13 samg predkoseis V. x — oo, Jest ona réwna
Calkowity ped bedzie wiedy réwny e
5 2G(M + m)
pa= (m+M)V. Oy = l/ d

Lznisey Zachoyania ncCi otrlyinsemy idla m < M praktycznie nie zalezy od masy

my = (m+M)V. mniejszego ciala.



