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P(n,k) = (n+k-l)k-l .(2)

(1)
n

pen, k) = L pen-l, k-l).
[=0

Zaleznosc tego typu nazywa sie zaleznoscia rekurencyjna. Pozwala ona na obliczeniePen, k),

jesli znamy P(m, k-l) dla wszystkich m "" n. Zatem mozemyPen, k) obliczyc w nastepujacy
sposób:

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, kiedy nam nikt nie pozyczy, ale te drazliwa kwestie
zostawmy ekonomistom. Nas bardziej interesuje pytanie, w czym ostatnie rozwiazanie jest lepsze
od poprzedniego. Mozna oczywiscie powiedziec, ze otrzymalismy elegancki wzór, który wyraza
pen, k) w sposób jawny, ale elegancja jest kwestia gustu i "jawnosc" wzoru pojeciem nader

umownym, pamietajmy wsz~kze, iz symbol (:) równiez moze byc zdefiniowany w sposób
rekurencyjny:

Najpierw zauwazmy, zeP(m, 1) = 1 dla wszystkich m ;. l. Obliczamy P(m, 2) ze wzoru (1) za
pomoca m dodawan dla wszystkichm "" n, potem kolejno P(m, 3), P(m, 4), ... ,P(m, k-l) dla

wszystkich m "" n. W ostatnim kroku obliczamyPen, k) z~ wzoru (1) za pomocan dodawan.
\

Przy takim sposobie obliczaniapen, k) musimy dokonac lacznie(k-2)· n(n+ l) +n dodawan.
2

Spróbujmy, czy nie mozna tego zrobic jeszcze prosciej.
Obliczmy najpierw liczbe takich podzialów, nazwijmy je "sprawiedliwymi", przy których kazda
osoba otrzymuje co najmniej jedna zlotówke. Oznaczmy przezlj sume pieniedzy, która lacznie
otrzyma pierwszej osób, czyli.

Wyznaczyc liczbe elementów danego skonczonego zbioruX - oto najbardziej elementarne
zadanie matematyki. Wszyscy pamietamy z pierwszej klasy szkoly podstawowej niezawodna
metode rozwiazywania tego problemu i na tym mozna by ten artykul zakonczyc, gdyby nie to, ze
kazdy czlowiek dysponuje tylko ograniczona liczba palców i ograniczonym czasem.

Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli pierwsza osoba otrzymalal zlot.Ych;·to mamy jeszczen-l
zlotych do podzialu miedzyk - 1 osób. Zapisujac te obserwacje formalnie otrzymujemy

Jasne, zeII < ... < 1',-1 < l. = n, o ile tylkó podzial jest "sprawiedliwy". W ten sposób
przyporzadkowalismy kazdemu podzialowi "sprawiedliwemu" (k-l)-elementowy podzbiór

. (n-l)
{II, ... , 1._ I } zbioru {l, ... , n-l}, i to w sposób wzajemnie jednoznaczny. Czy li jestk-l
takich podzialów. Ale nie wszystkie podzialy sa "sprawiedliwe", eo gorsza, moze w ogóle nie byc
takich, mianowicie wtedy, kiedyk > n. Stosujemy tu trik: Pozyczymyk zlotych, podzielimy n+k

zlotych "sprawiedliwie" miedzyk osób, a potem szybciutko zabierzemy kazdej osobie po
zlotówce. Pozostalen zlotych jest juz podzielone w sposób dowolny, wiec otrzymalismy wzór

Rozwazmy dla przykladu nastepujacy problem: Na ile sposobów moznan zlotych podzielic

mi~dzy k osób? Zeby to zadanie przetlumaczyc na jezyk matematyki, oznaczmy przezPen, k)
k

liczbe k-elementowych ciagów liczb naturalnych(m')~=l takich, zeL m, = n. Zadaniem naszym
;=1

jest wyznaczeniepen, k). "Liczeniu na palcach" odpowiada tu nastepujace rozumowanie:mi

moze przybierac dowolna wartosc odO do n; przy zalozeniu, zemi = l mozemy wartoscm2

ustalic na n-l sposobów; jesli wiadomo, zemi = l\, m2 ;, 12, to m, moze przyjac jedna
z n-II-12 wartosci, itd. Przy takim postepowaniu musielibysmy rozpatrywacPen, k) przypadków.
Na razie jeszcze nie wiemy, jak dlugo by to trwalo, ale na wszelki wypadek rozejrzyjmy sie za
efektywniejszym sposobem obliczeniaPen, k).

Najprostsze zadanie matematyki
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Z drugiej strony zachodzi zadziwiajaca zaleznosc:

Czyli otrzymujemy wzór

Mamy n róznych prezentów i chcemy nimi obdarowac naszychk przyjaciól, przy czym kazdy
z nich ma otrzymac przynajmniej jeden prezent. Oznaczmy przezF(n, k) liczbe sposobów, na
które mozna tego dokonac. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnychn, k ;;;.1 zachodzi:

xn+m = xn.~.

F(n,k) = k(F(n-l,k-I)+F(n-l,k»).

F(n, k) = «e' _l)k)<n)(o) (f(n) oznacza n-ta pochodna funkcji}).

F(n, O) = O, jesli n '10 oraz F(n, k) = O, jesli k > n.

(6)

(7)

(5)

(4)

k k

F(n,k) = 2:(-IY' (.). (k_j)n.
1=0 1

Teraz widac, dlaczego bezposrednie obliczanieF(n, k) z (5) trwa dlugo - rózniczkujac bowiem
n-krotnie obliczamy kazda potege(k_j)n przez n kolejnych mnozen, nie mówiac juz
o wykonywanych po drodze operacjach rózniczkowania i dodawania powstajacych przy tym
skladników. Mozemy natomiast obliczyc(k - j)n macznie szybciej korzystajac z zaleznosci:

(3)

Ale spróbujmy obliczycP(100,5). Stosujac wzór (1) musielibysmy w tym celu wykonac

100·101 "d d' (2)3, ---- + 100= 15250 operaCji o awarna, a ze wzoru otrzymujemy wynik za pomoca
2 .

pieciu mnozen i jednego dzielenia:

(104) 104· 103, 102· 101
P(IOO 5) = = . = 4598 126', 4. - - . ,

{ k (k))(n) { k { ·(k))(n))«et _l)kyn)(o) = j~O (-I)J· et(k-J) j (O) = j~O (_IYet(k-J). j (O) =

= (~ (-1)1· e)(k_j)ne'(k-J» (O).

Przyjmujac dodatkowo, zeF(O, O) = 1, mozemy ze wzorów (3) i (4) obliczyc kolejno:
F(l, 1), F(2, 1), F(2, 2), F(3, 1), ... ,F(k, k), F(k+ 1,1), ... ,F(k+ 1, k), F(k+2, 1), ... ,F(n, k) .

. " k k(k-l) .. , l' d d •
"KosztuJe nas to n- --2-- mnozen I ty ez o awan.

:Zeby udowodnic wzór (3), zalózmy, iz jeden sposród tychn prezentów jest najnowszym numerem
Delty. Jesli juz podjelismy decyzje, który z naszychk przyjaciól ma zostac jego szczesliw)m
posiadaczem, mozemy albo uznac, ze naj nowszy numerDelty jest tak ciekawy, iz osoba nim
obdarowana juz nie.bedzie zwracac uwagi na ewentualne dalsze prezenty, a zate-m nalezy
pozostale n-l prezentów podzielic miedzy pozostalychk - 1 osób, co mozemy uczynic na
F(n-l, k- I) sposobów; albo mozemy uznac, ze nasz przyjaciel powinien jeszcze cos oprócz

Delty dostac, a wtedy mamyF(n- I, k) mozliwo~ci rozdzielenia pozostalych prezentów. Stad
otrzymujemy wzór (3).
Zauwazmy jeszcze, ze

ta ostatnia liczba pokazuje, ile palców musielibysmy miec, zeby policzyc na nichP(100,5).

Wzór (2) jest wiec nie tylko ladny, lecz daje równoczesnie szybki sposób obliczeniaP(n, k). Nie
wszystkie eleganckie wzory jednak maja te przyjemna wlasnosc. Dla przykladu rozplftrzmy
nastepujace zagadnienie:

Powyzszy wzór mozna udowodnic przez indukcje:
Skoro (e' _1)° == l, to otrzymujemy:

«et_I)O)(n) = {l dla n = OO dla n> O.

Jesli zask > O, to «e' -1)k)(O)(O)= «et -1)k)(O) = O, czyli udowodnilismy wzór (5) dla
przypadków, kiedyn = O lub k = O.
Zalózmy teraz, ze (5) zachodzi dlaF(n-l, k) i F(n-I, k-l). Wtedy
«e' -It)(n)(o) = «(e' _1)k}')(n-l)(O) = (k(e' -lt-1e')(n-l)(0) = k«e' _I)k-l . (e' -1 + 1»(n-l)(O)

= k«(et _1)k)(n-l)(O)+ «et -lt-1)(n>-1)(O» = k(F(n-l, k)+F(n-l, k~ 1» = F(n, k), co konczy
dowód wzoru (5).

Udowodniony przed chwila wzór jest niewatpliwie bardzo elegancki, ale gdybysmy chcieli
obliczyc F(n, k) rózniczkujac funkcje (et _l)k n-krotnie, a potem obliczajac wartosc otrzymanej

"n-tej pochodnej w zerze, zajeloby to nam wiecej czasu niz obliczanieF(n, k) ze wzorów (3) i (4).
Ale ze wzoru (5) mozna wyprowadzic jeszcze jedno wyrazenie dlaF(n, k):
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(gdzie oczywisciep(x) = O dla x < O).

Wzór (9) bynajmniej nie jest oczywisty i jego dowód wymaga trudnych srodków analitycznych.
Problemowi wyznaczeniap(n) poswiecono dziesiatki rozpraw matematycznych, a w dwudziestym
wieku znaleziono wzór wyrazajacyp(n) przez calke pewnej funkcji analitycznej po konturze
zamknietym w dziedzinie liczb zespolonych! .

l v'
'd- 2G(M+m)

x=

_ .• / 2G(M+m}-v. - V d

mv' G mM _ (m+M)V' G mM-2- - -'r - --2--- - -;-,
gdzie x jest szukana maksymalna odlegloscia.
Z dwóch ostatnich równan wynika, ze

Zasada zachowania energii daje

Predkosc ucieczki otrzymujemy z warunku
x -. co. Jest ona równa

idla m <{ M praktycznie nie zalezYod masy
mniejszego ciala.

(9)

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler, który jako pierwszy rozwazal ten problem, znalazl
nastepujacy wzór rekurencyjny:

p(n)= to (-I).,+1(p(n- ~ m(3m-l))+p(n- ~ ";(3m+l)))

Pl = mv.

Równiez obliczenie G) we wzorze (6) mozna uproscic: skoro mamy znalezc wszystkie

k)wspólczynniki C po kolei, naj wygodniej bedzie korzystac z zaleznosci:

( k) (k) k-j(8) j + I = j . j+ l .
Zastanówmy sie na przyklad, ile trzeba wykonac operacji, zeby otrzymacF(64,5) ze wzoru (6).
Skoro 64= 26, mozemy obliczyc (5 -j)64 korzystajac z (7) za pomoca szesciu mnozen. Obliczenie

zas wartosci kolejnego wspólczynnikaG) kosztuje nas jedno dzielenie i jedno mnozenie, aG)
trzeba jeszcze pomnozyc przez(5 - j)64. Skoro nie ma potrzeby obliczenia wartosci(5 - 5)64

oraz (5 - 4)64, musimy w sumie dokonac35 mqozen, 5 dzielen i5 dodawan.
W obu rozwazanych przez nas przykladach mielismy nastepujacy schemat: Dana jest rodzina
zbiorów skonczonych {X•. t: n, k E N} oraz znamy oczywista zaleznosc rekurencyjna, która
pozwala na obliczenie mocy zbioruX •. t, jesli znamy moce zbiorówXm:J dla m < n, l < k.

Naszym zadaniem bylo znalezienie mniej oczywistego, lecz korzystniejszego z rachunkowego
punktu widzenia wyrazenia na liczbe elementówX •.t.

mv = (m+M}V.

p, = (m+M}V.

Istnienie tak prostych zaleznosci jak (1) albo (3) nalezy jednak do wyjatków. Moze takich
zwiazków w ogóle nie byc, albo moga byc bardzo skomplikowane.

Dla przykladu powrócmy jeszcze raz do podzialów pieniedzy. Niechp(n) oznacza liczbe mozliwych

sposobów rozdzialun zlotych miedzy n osób tak, aby i-ta osoba otrzymala nie mniejsza kwote niz
(i +1)-sza osoba. Inaczej mówiac,p(n) oznacza ilosc nierosnacych ciagów liczb naturalnych

n

(mj)7=l takich, ze L mi = n.
i=1

Rozwiazanie zadania F 207. Potraktujmy slacje
kosmiczna i obiekt jako punkty materialne
o masachm i M. Inercjalny uklad
odniesienia umiescmy w punkcie, w którym
znajdowala sie poczatkowo masaM. Calkowity
ped jest w tym ukladzie równy

Gdy masy osiagna maksymalne oddalenie,
ich predkosc wzgledna bedzie równa zeru,
a wiec obie beda sie poruszaly w wybranym
ukladzie odniesienial' ta sama predkosciaV.
Calkowity ped bedzie wtedy równy

Z zasady zachowania pedu otrzymujemy
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