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W artykule zamieszczonym wDelcie 8/1984 P. Kenderow
i K. Kolarow przypomnieli twierdzenie· Holditcha ilustrujac je
ciekawymi przykladami. Twierdzenie to wystepuje równiez jako
cwiczenie podane wraz z rozwiazaniem wWyk/adach rachunki..

rózniczkowego i calkowego R. Couranta. W przekladzie
rosyjskim drugiego tomu tego podrecznika (Moskwa 1970)
znajduje sie ono w serii cwiczen do rozdzialu piatego

" poswieconego calkom krzywoliniowym i powierzchniowym.
Naszym celem jest przedstawienie faktu bedacego dosc
naturalnym uogólnieniem twierdzenia Holditcha; jego dowód
przeprowadzimy wzorujac sie na cytowanej ksiazce R. Couranta.

Zalózmy, ze odcinek slizga sie po plaszczyznie w ten sposób, ze
po pewnym czasie wraca do polozenia wyjsciowego, przy czym
plaszczyzna sztywno zwiazana z odcinkiem wykonuje wzgledem
nieruchomej plaszczyznyn pelnych obrotów (n moze byc dowolna

liczba calkowita, gdyz obroty w kierunku zgodnym z ruchem
wskazówek zegara liczymy jako ujemne). W trakcie ruchu odcinka
kazdy jego punkt -zakresla krzywa ograniczajaca obszar o pewnym
polu. Pole to nalezy rozumiec jako "pole algebraiczne", a wiec
obliczone ze wspólczynnikiem uwzgledniajacym liczbe i zwrot
obiegów poruszajacego sie punktu. Dobrym przykladem jest
opisane przez P. Kenderowa i K. Kolarowa pole zakreslone przez
punkt odcinka wymiatajacego trójkat Reuleaux.

Twierdzenie. Jesli konce odci~ka zakreslaja krzyweKI i Kz ograniczajace polaSI i Sz, a punkt

lezacy w odleglosciacha > ° i b > °od jego konców zakresla krzywaK, to pole ograniczone
krzywa K jest równe

Trójkat Reuleaux jest ograniczony
trzema lukami o srodkach
w wierzcholkach

trójkata równobocznego
i promieniach równych bokowi
tego trójkata.
Jesli punkt wewnetrzny odcinka,
którego konce poruszaja sie po
trójkacie Reuleaux, zakresla
krzywa L jak na rysunku, to
pole algebraiczne obszaru
ogranicwnego przez nia jest
równe A'-.B'-.C'-.D.

Twierdzenie Holditcha:
Jesli oba konce odcinka

przemieszczaja sie po,krzywej
z~mknietejL, a punkt podzialu
odcinka w stosunku a:b
zakresla krzywaL', to róznica
pól figur ograniczonych
krzywymi L i L' jest równa
lIab.

Przy zalozeniach twierdzenia Holditcha ruchomy odcinek wykonuje jeden obrót w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara (a wiec wtedyn = + l), przy czym oba jego konce
zakreslaja te sama krzywa ograniczajaca poleSI = S2' Stosujac nasze twierdzenie otrzymujemy
zwiazek: SI-S = :nab.

Okazuje sie, ze dowód podanego twierdzenia jest bardzo prosty, jesli tylko nalezycie okreslimy
pojecia w nim wystepujace. Aby to zrobic, musimy uzyc rachunku rózniczkowego i calkowego,
nie bedziemy jednak wykonywac zlozonych rachunków; wystarczy nam znajomosc samych pojec
pochodnej i calki. Chcac przedstawic nasze argumenty w krótki sposób posluzymy sie
rachunkiem wektorowym: punkty plaszczyzny bedziemy przedstawiac za pomoca ich wektorów
wodzacych a, b, c, ... Równoleglobok (z \vyróznionym porzadkiem ramion) jest wiec okreslony
przez podanie pary wektorówa, b, a jego pole [a, bl ma nastepujace wlasnosci:

(1) [al+a2,bl = [ab'bl+[az,bl,

(2) [ka, bl = kra, bl,

(3) [a, bL= - [b, al,

(4) istnieje para jednostkowych wzajemnie prostopadlych wektorówi, j taka, ze[i,jl = + l.

--
Rozwiazanie zadania M 449. Kazda z 25
liczb wystepuje w tabliczce 25 razy, w tym
parzysta liczbe razy poza glówna przekatna.
Wobec tego kazda liczba wystapi na glównej
przekatnej nieparzysta liczbe razy, a wiec
dokladnie raz.

Warunki (1)-(4) przyjmujemy dalej jako aksjomatyczna definicje pola równolegloboku. Pole
trójkata o ramionach a, b definiujemy jako 1/2[a, bl. Plaszczyzna, w której okreslono pole
równolegloboku, spelniajace warunki(1)-(4), nazywa sie plaszczyzna zorientowana. Mozna
sprawdzic, ze plaszczyzne da sie zorientowac dokladnie na dwa sposoby (warunki(1)-(4)
wyznaczaja pole z dokladnoscia do znaku). W dalszym ciagu zakladamy, ze plaszczyzna jest
zorientowana. Zajmiemy sie teraz formalnym opisem ruchu, przy czym ograniczymy sie do
przypadku, w którym ruchomy obiekt powraca do polozenia wyjsciowego. Wektorem ruchomym
, nazywamy gladka funkcje wektorowa okreslona w przedziale(0,2:n) i spelniajaca warunek
,(0) = ,(2:n) (przedzial (0,2:n) moze byc zastapiony przez jakikolwiek inny, nasz wybór zostal
podyktowany wygoda rachunkowa). Argument funkcji, interpretujemy jako czas: mówimy, ze
wektor ruchomy' zajmuje w chwilit E (0,2:n) polozenie ,(t). Gladkosc oznacza tutaj, ze funkcja,
ma w kazdym punkcie pochodna (oznaczana dalejn tzn. jesli ,(t) = (a (t), b(t», to ;(t) =
= (a'(t), b'(t» i ze pochodna ta jest funkcja ciagla. Zalozenia te mozna oslabic, ale nie bedziemy
sie nad tym zatrzymywali. Przypomnijmy jeszcze, ze;(t) interpretujemy w mechanice jako
predkosc wektora ruchomego, w chwilit.
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COSCl =

Mm
F", -G~x= -kx.

Ruch windy jest w tym przyblizeniu ruchem

harmonicznym o okresie

2"

dla k = 1,2 oraz ~,[r(t), ;(t)]dt = 2S.
o

2n

~ [rk(t), ;k(t)]dt = 2Sk
o

Lemat. Jezeli wektor ruchomy r nie przechodzi przez poczatek ukladu, to

_l_r [ret), ;(1)] d =' d( O)J ---2- t m r, .
2n o r(1)

Dowód. Niech rp bedzie taka funkcja ciagla, ze r= Irl(icosrp+jsinrp). Z zalozenia, ze r jest

funkcja g~adka, wynika istnienie i ciaglosc pochodnej.p. Latwo sprawdzic, ze [r,;] = r2q;,
a wiec

l 2"
Definicja. Polem zakreslonym przez wektor ruchomy r nazywamy liczbe - ~[ret), ;(1)]dt.

2 o

2n. 2"

1 \" [r(1), ret)] l \" o l-2n- J --r(-t)-2- dt = -2n- J rp(t)dt = -2n- (rp(2n) - rp(O) ) = ind(r, O).o o '

Mozemy teraz nadac scisly sens wypowiedzi naszego twierdzenia i udowodnic je. Odcinkiem

ruchomym o dlugoscid > °bedziemy nazywac pare '1.ektorów ruchomych r" r2 taka, ze
Ir,(t)-r2(1)1 = d dla \Vszystkich t E <0,2n>. Liczba pelnych obrotów odcinka ruchomego r" r2
nazywamy indeks ind(r2 -r" O). Aby udowodnic twierdzenie, rozwazmy odcinek ruchomyr" r2

a b
o dlugosci a+b (a > O, b > O) i oznaczmy r= -- r, + -, - r2. Jest to wiec wektor wodzacy

a+b a+b

punktu lezacego w odleglosciacha > ° i b > °od konców odcinka (Ir-r,1 = b oraz ',-r21 = a).
Zgodnie z przyjeta definicja pola mamy:

Latwo wskazac intuicje geometryczna objasniajaca przyjeta definicje: pole zakreslone przez
wektor r w malym przedziale czasu<t, t+Llt) jest w przyblizeniu równe polu trójkata o ramionach

l 1[ l ]ret), r(t+Llt), tzn. liczbie- [ret), r(1+Llt)] = - ret), -~ (r(1+Llt)-r(t)) (Llt);;;2 2 Llt .
l

;;; 2" [r(t), ; (1)] Llt. Aby znalezc pole zakreslone przez wektor r w calym przedziale czasowym

<0,2n), sumujemyPola opisanych wyzej trójkatów, a nastepnie przechodzimy do granicy.

Z drugiej strony stosujac udowodniony lemat do wektorar2-r, i uwzgledniajac fakt, ze
(r2 _r,)2 = (a+b)2, otrzymujemy ~

2"

~ [r2(t)-r,(t), ;2(t)-;,(t)]dt = 2n(a+h)2n.
o

Calkujac latwa do sprawdzenia tozsamosc

[ O] a [ O] b 1 O] ab [ o • O]r,r =-- r"r,+-- r2,r2----- r2-r"r2-r,
a+b a+b (a+b)2 -

i wstawiajac do otrzymanej równosci obliczone wyzej calki dostajemy teze twierdzenia.

Niech teraz r bedzie wektorem ruchomym nie przechodzacym przez poczatek ukladu. Zalozenie

to oznacza, zeret) "# O dla wszystkich t E <0,2n>. Istnieje wówczas funkcja ciaglarpw przedziale
<0,2n> taka, ze r= IrIOcosrp+jsinrp). Jest ona wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscia do

\ stalej bedacej wielokrotnoscia liczby2n. Z warunku r(O) = r(2n) wynika, zerp(O)= rp(2n)+2nn
dla pewnej liczby calkowitej n. Liczbe n nazywamy indeksem wektora ruchomego r (nie
przechodzacego przez poczatek ukladu) wzgledemO i oznaczamy ind(r,O). Indeks ind(r, O)

mozna opisac nieformainie jako liczbe obiegów wektora r wzgledem poczatku ukladu.

Zainteresowany tym pojeciem Czytelnik znajdzie szczególowy i przystepny wyklad podstawowych
wlasnosci indeksu w ksiazce A. BirkhoJcaAnaliza matematyczna dla nauczycieli.

m

Stad rzut .1F1 na os pierscienia

LlMtmx
'1Ft = - G (R2 + X2)"2 .

Wypadkowa sil pochodzacych od

wszystkich masL1M, jest wiec równa

.•Im .•1'R>"T = 2" V ,,- = 2" V MG .

Poniewaz rozmiary pierscienia sa duzo wieksze

od dlugosci cylindra, sila przyciagajaca jest

w przyblizeniu proporcjonalna do wychylenia

Po podstawieniu danych otrzymujemy

T'" 18 dni. Jak widac, pomysl takiego
napedu windy trzeba odrzucic.

F = -G _ Mmx
(R2+X2)312 .

Rozwiazllnie zadania F 206. Po wychyleniu

z polozenia równowagi (punkt O na rysunku)

na winde zaczyna dzialac sila przyciagania
grawitacyjnego F skierowana do srodka

pierscienia. W punkcie odleglym ox od O
sila LlF przyciagania windy przez maly

element pierscienia o masieLJMi ma wartosc

LIF, = -G LlM,m
R2+X2

ijest skierowana pod katemex do osi, przy

czym
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