
dr Marcin E. KUCZMA Nie mamy sie czym chwalic. Najlepszy z Polaków - w siódmej dziesiatce; polska ekipa-
w nieoficjalnej klasyfikacji druzynowej - na 17 miejscu, z laczna zdobycza punktowa
w wyso!<,osci< 37% mozliwych do zdobycia punktów - oto nasze trofea w

XXVII MIEDZYNARODOWEJ
O LIMPIADZIE MATEMATYCZNEJ

(Warszawa, 8-14 VII 1986)

Zadanie l (propozycja RFN). Niechd bedzie

dowolna dodatnia liczba calkowita rózna od 2,

5 i 13. Udowodnic, ze w zbiorze (2, 5, 13,d}

mozna tak wybrac dwa rózne elementyG, b,

by ob - l nie bylo kwadratem liczby naturalnej.

StaU Al = f(A.J = '3lli), gULi" li ~ "'l(Al) =
= ,,(A,) (rysunek). Trójkaty A,A,B i BAJA,
sa równoramienne, maja równe katy ("Al. =
= "AJ = 1200)iwspólnybokA,B_sa
wiec przystajace. Wobec tegoA,A,BAJ jest

rombem iA,A.AJ jest trójkatem
równobocznym.

Zadanie 2 (Chiny). Na plaszczyznie dany jest

trójkat A,A,A3 i punkt Po. Definiujemy

As = AS_3 dla wszystkich s ~ 4. Konstruujemy

ciag punktów po. Pl. P2. o •• tak, ze Pk+l jest
obrazem Pk przy obrocie wokól punktu
Ak+l (k = O, 1,2, ... ) o 120° w kierunku

wskazówek zegara. Udowodnic, ze jesli

P"S6 = Po, to trójkat A,A,A3 jest
równoboczny.

Dodajmy, ze w ostatnic!. latach rzadko siegalismy po wyzsze laury. Okazuje sie, ze atut wlasnego
terenu nie zdolal odegrac<wiekszej roli. Moze tym wlasnie rózni sie MOM od "prawdziwego
sportu"?
To teraz o XXVII MOM juz nie z punktu widzenia ambicji narodowych. Juz po raz trzeci
Polska byla gospodarzem (poprzednio: V MOM '63 i XIV MOM '72). Impreza miala rozmach
nalezyty: 210 uczestników z 37 panstw (odpowiednie liczby dla V MOM: 64 i 8; dla XIV MOM:
107 i 14); pelne szescioosobowe ekipy przyslaly 32 panstwa. Z przemówienia profesora Aleksandra
Pelczynskiego, Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego XXVII MOM, podczas uroczystosci
otwarcia w dniu 8 lipca: " ... dynamika rozwoju miedzynarodowych olimpiad matematycznych
ma wiec charakter wykladniczy".
Mimo niedociagniec organizacyjnych byla to wspaniala impreza. Ogromna, barwna,
wielonarodowosciowa grupa mlodziezy i opiekunów, przewodniczacych delegacji. Wspólnie
spedzony tydzien, nawiazane znajomosci i przyjaznie. Intensywna praca myslowa, intensywne
zycie towarzyskie. Spelnione nadzieje i zawiedzione ambicje. To wszystko na dlugo pozostanie
w pamieci.
Przez dwa dni, 9 i 10 lipca, trwaly zawody. Uczniowie (oraz uczennice, w liczbie 9) zmagali sie
z zadaniami konkursowymi. Przez Irzy dni poprzedzajace zawody trwala mozolna praca Jury
nad wyborem zadan oraz ich jednolitym zredagowaniem. Z okolo 80 zadan, zaproponowanych
przez uczestniczace panstwa, czteroosobowy zespól matematyków kraju organizator_'w (czyli
Polski) jeszcze w maju i czerwcu wstepnie wyselekcjonowal 2 I zadan, dazac do uzyskania mozliwie
szerokiego wachlarza tematyki i zróznicowania trudnosci, a w koncu kierujac sie kryteriami
estelycznymi. Wybór 6 zadan z tego zestawu nalezal do 38-osobowego Jury XXVlI MOM
(37 reprezentantów panstw uczestniczacych oraz Przewodniczacy Jury profesor Stanislaw
Balcerzyk). 8 zadan zostalo odrzuconych z przyczyn formalnych, jako zbyt podobne do zadan
wykorzyslanych w olimpiadach i konkursach w róznych krajach. Nad zadaniami pozostalymi
rozgorzala dyskusja, do glosu dochodzily emocje. Czy mozna dopuscic, zeby (hya zadania
pochodzily z propozycji jednego kraju? Czy mozna zrezygnowac ze stereometrii? Czy mozna
dac dwa zadania kombinatoryczne? Albo teorio-liczbowe? Czy moga byc dwa bardzo trudne'.
A jesli tak, to wlasciwie które sa bardzo trudne? A które, naszym zdaniem, wyrózniaja sie uroda?
Czy ktokolwiek z Szanownych Kolegów jest w stanie podac inne rozwiazanie zadania
z pieciokatem?
Potem bylo dopracowywanie sformulowan zadan. Odbywalo sie to w czterech zespolach
jezykowych (A, F, N, R). Teksty podane w propozycjach byly traktowane "roboczo", jako punkt
wyjscia do ostatecznej redakcji. Okazalo sie, ze teksty powstale w czterech zespolach sa do siebie
zupelnie niepodobne. I znów zazarta dyskusja. Który lepszy?
Dobra ilustracje moze stanowic zadanie nr 4. W oryginalnym sformulowaniu trójkat "slizga sie"
(glides) jednym bokiem po obwodzie wielokata. "Ja nie wiem, jak to jest w szkolach kraju
Szanownego Kolegi. W naszych szkolach uczniowie wiedza z lekcji matematyki, co to jest zbiór
punktów o danej wlasnosci, natomiast ze slizganiem maja do czynienia co najwyzej na lekcjach
wychowania fizycznego". Pada propozycja, by polecenie zadania brzmialo: wyznaczyc zbiór
punktów X wewnatrz wielokata, dla których istnieja punktyY i Z na obwodzie wielokata takie,
ze trójkat XyZ przystaje doOAB. Kontrargument: "To jest wprawdzie precyzyjne, ale zatraca sie
intuicyjny sens, przejrzysty przy sformulowaniu dynamicznym". "Nikt z uczniów nie bedzie mial
watpliwosci, jak rozumiec ten ruch trzeciego wierzcholka". "To znaczy, zadamy od uczniów,
by ich dobra wola wyrównala nasza nieudolnosc w precyzyjnym podaniu tresci?" Emocje coraz
goretsze, problem dojrzewa do glosowania. Nieznaczna wiekszosc jest za sformulowaniem
dynamicznym. "Mam to rozumiec, ze wiekszosc jest przeciwna temu, by uczniowie mojego
kraju otrzymali sformulowanie rygorystycznie poprawne?!"
Zdarza sie czasem, ze logiczna usterka w tresci moze byc trudna do zauwazenia. Tak bylo
z zadaniem nr 1. Oryginalna propozycja brzmiala: ZbiórS= {2, 5, 13} ma te wlasnosc, ze dla
dowolnych róznych liczba, bE Sliczba ab-l jest pelnym kwadratem; pokazac, ze dla zadnej liczby
naturalnej d <t Szbiór Su{d} nie ma tej wlasnosci. To sformulowanie wszystkim przypadlo do gustu,
niezgodnosci dotyczyly drobiazgów, "kosmetyki redakcyjnej". I gdy juz tekst taki zoslal
(w czterech jezykach) wlasciwie zaakceptowany, jeden z jurorów zauwazyl blad! Twierdzenie
podane w tym tekscie jest nieprawdziwe. Kto z naszych Czytelników zauwazy pulapke? Zagadka
dla sprytnych; rozwiazanie w numerze.

B
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A,

Rozwiazanie. Wystarczy dowiesc, ze co

najmniej jedna z liczb2d - l, 5d - l, l3d - I

nie jest pelnym kwadratem. Przy dzieleniu

przez 16 kazda liczba bedaca kwadratem daje

reszte O, 1,4 lub 9, natomiast co najmniej

jedna z trzech napisanych wyzej liczb daje

inna reszte - o czym przekonujemy sie
obliczajac te reszty dla szesnastu mozliwych

wartosci reszt z dzielenia d przez 16.

Rozwiazanie. Zlozenie obrotów (o dowolnych

srodkach) o katy, których suma jest

wielokrotnoscia 3600, jest przesunieciem.

Jesli wiec Ti oznacza obrót (w ustalonym

kierunku) 0120° wokól Al (i = 1,2,3), to
f = r3r2rL jest przesunieciem o pewien

wektor v. Zatem rozwazane przeksztalcenie

przeprowadzajace Po na Pt986 jest

przesunieciem o wektor(1986/3)v = 662v,
a poniewaz P1986 = Po, wiec v = O if jest
przeksztalceniem identycznosciowym.

Zadanie 3 (NRD). Kazdemu wierzcholkowi

pieciokata foremnego przyporzadkowana jest
liczba calkowita w taki sposób, ze suma
wszystkich pieciu liczb jest dodatnia. Jesli
trzem kolejnym wierzcholkom

przyporzadkowane sa odpowiednio liczby

x, y, z iy < O, to nastepujaca operacja jest

dopuszczalna: liczbyx, y, z zastepujemy

odpowiednio liczbami x+ y, - y, z+ y.
Powtarzamy te operacje dopóty, dopóki co

najmniej jedna z pieciu liczb jest ujemna.
Rozstrzygnac, czy ten proces koniecznie

musi sie zakonczyc po skonczonej liczbie
kroków.

Rozwiazanie. Przypuscmy, zew pewnej chwili

kolejnym wierzcholkom pieciokata
przyporzadkowane sa liczbyu,.... ,u. i ze

któras z nich jest ujemna (~p.Uj < O).
Niech V = (v" ... ,v.) bedzie ukladem liczb

otrzymanym z ukladu U = (u" ... , u.) po

wykonaniu opisanej w zadaniu operacji

(dla y = Uj). Rozwazmy funkcje F{U) =
= 1;{UI+1 - Ul_,)' {numeracja cykliczna:
"o = US,"6 = Ut}.· Bezposrednim rachunkiem

sprawdzamy, zeF{V)-F{U) = 2ujS, gdzie

S = 1;Uf = 1;VI > O; stad F{V) < F(U).
Zatem wartosci F w kolejnych krokach

procedury tworza malejacy ciag liczb

calkowitych nieujemnych. Ciag taki musi byc
skonczony.

Inna metoda (J. Keane, USA; nagroda

. specjalna). Przy oznaczeniach jak wyzej, niech

G(U) = 1;luII+ 1;lul+UI+11 + I:IUI+UI+1 +
+uI+,1 + 1;luI+UI+I +UI+2 +uI+3I.
Gdy porównamy 20 skladników definiujacych

G(U) z 20 skladnikami definiujacymi G{V),
okaze sie, ze 19 skladników ma te sama

wartosc, a ten jeden, który pozostaje, jest

wiekszy w G{U) niz w G(V). Konkluzja jak

w metodzie poprzedniej.
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Zadanie 4 (Islandia). NiechA iB beda
kolejnymi wierzcholkami n-kata foremnego
(n '" 5) O srodku O polozonego na plaszczyZDie.
Trójkat XYZ, który jest przystajacy doOAB

i który zajmuje poczatkowo poz,ycjeOAB,

porusza sie na plaszczyznie tak, ze kazdy
z punktów Y, Z przebiega caly brzeg
wielokata, aX pozostaje wewnatrz wielokata.
Znalezc miejsce geometryczne punktówX.

Rozwiazanie. Niech C bedzie kolejnym zaA,
B wierzcholkiem wielokata i przypuscmy,
ze y lezy wewnqtrz AS.a Z - wewnatrz Be.

B

X

Okrag o opi~any na XYZ przcchodLi przez B.

poniewaz ~YXZ+ ~ YjJZ = ~AOB+

+ ~ABO + ~ OBC = 180". Promien tego
okregu równa sie r =RI2cosa, gdzie a =
= 180"ln, aR = OA jest promieniem okregu
opisanego na wielokacie. KatyXYZ i XBZ sa
ówne jako wpisane oparte na tym samym

luku. Stad ~OBZ = ~ OBC = ~XYZ =
= ~XBZ, czyli punkty B, O, X leza na jednej
prostej. CieciwaBX okregu o najwieksza
dlugosc ma wtedy, gdy jest srednica. Zatem
maksymalna dlugosc odcinkaOX wynosi
d = 2r-R = R«l/cosa)-I). Szukana
figura jest n-ramienna gwiazdka - suma n

odcinków dlugoscid lezacych na
prredluzeniach odcinków laczacych punktO
z wier:<cholkamiwielokata.

Zadanie 5 (Wielka Brytania). Znalezc
wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze
nieujemnych liczb rzeczywistych

io wartosciach rzeczywistych nieujemnych, ze
(i) f(xJ(y» -j(y) = f(x + y) dla wszystkich

x,y~ O,

(ii) f(2) = O,

(iii)f(x) # O dla O ,; x < 2.

W koncu przeciez udalo sie (a bylo to juz dobrze po pólnocy 6/7 lipca) uSlalic kompromisowe
sformulowania wszystkich zadan, praktycznie jednobrzmiace w czterech jezykach. Te teksty,
przetlumaczone nastepnie przez poszczególnych jurorów na jezyki ojczyste, zostaly powielone
i w dniach zawodów rozdane uczniom.
Od chwili przybycia do Warszawy az do zakonczenia pisania w czwartek jurorzy nie mieli
moznosci kontaktu ze swymi podopiecznymi; byli zakwaterowani na przeciwleglym krancu
miasta i tam tez obradowali. Jedyny krótkotrwaly kontakt wzrokowy mial miejsce podczas
uroczystosci oficjalnego otwarcia MOM. Do sali, w klórej sie to odbywalo, Jury zostalo
wprowadzone innymi drzwiami niz uczniowie i zajelo wyznaczone miejsca w odrebnej czesci sali.
"Drut kolczasty", choc niematerialny, byl wyraznie wyczuwalny.
Zawody: dwa dni po trzy zadania. Dla zawodników - koniec wysilku i zdenerwowania.
Organizatorzy oferuja im program turystyczny. A dla Jury? Rozwiazania zadan sa napisane
w ojczystych jezykach uczniów. Rozpoczyna sie nastepny etap prac: koordynacja ocen.
32-osobowa ekipa koordynatorów (matematyków z róznych osrodków w Polsce) zostala
podzielona na szesc zespolów, do poszczególnych zadan konkursowych. Kto czytal w numerze
5/1986 Delty tekst pl. Bylem koordynatorem, ten wie, jak wygladala koordynacja ocen
w kameralnych warunkach XIV MOM. Przy obecnej liczbie uczestników Iryb tej pracy musial
zostac usprawniony. Do k-tego zespolu koordynatorów podchodzi (wedlug ustalonego "rozkladu
jazdy") reprezentant m-lego kraju w Jury(k ~ 6, m ~ 37) i przedstawia ocenione wSlepnie przez
siebie rozwiazania k-tego zadania wykonane przez swoich podopiecznych. Nieklóre prace trzeba
tlumaczyc slowo po slowie, inne wyslarczy pokrólce zreferowac. Ocene ustala juror wraz
z koordynatorami; zadaniem Iych ostatnich jest baczyc, by jednakowa miarka byly mierzone
prace wszystkich uczestników. Kontrowersje byly nieliczne. Zadna z nich, na szczescie, nie
trafila na plenarne posiedzenie Jury; we wszystkich przypadkach udalo sie wynegocjowac ocene
mozliwa do przyjecia dla obu stron. Niemala w tym zasluga Przewodniczacego Zespolu
Koordynalorów profesora Tadeusza Figla, klóry posredniczac w negocjacjach kilkakrotnie
wzniósl sie na wyzyny kunsztu dyplomacji.
Tak wiec koncowe posiedzenie Jury sprowadzilo sie do ustalenia barier punktowych dla
poszczególnych rodzajów nagród oraz przyznania nagrody specjalnej (za pomyslowe rozwiazanie
zadania nr 3). Decyzje Jury uwidocznione sa w tabeli wyników u dolu strony. Warto nadmienic,
ze wsród laurealów nagród III stopnia znalazl sie 10-lelni Auslralijczyk Terence Tao (19 pkt)
(a takze trójka Polaków).
MOM jesl oficjalnie rozgrywana tylko w konkurencji indywidualnej, ale kierownicy ekip
pracowicie sumuja punkty i tworza nieoficjalna klasyfikacje druzynowa. W tym roku na czele
znalazly sie ex aequo Stany Zjednoczone i Zwiazek Radziecki (po 203 punkty), a dalej RFN (196),
Chiny (177), NRD (172), Rumunia (171). Ekipa polska (z 93 punktami) byla siedemnasta,
za Australia (117) i Kanada (112), a przed Marokiem (90) i Tunezja (85). Najbardziej
wyrównana ekipe przyslala RFN; jej najsilniejszy zawodnik zdobyl 36 punktów, a dwaj
najslabsi- po 30. Druzyna polska byla jedyna, która nie zdobyla ani jednego punktu w zadaniu
nr 4. Z druzyn, o pelnych skladach taki sam wynik mialy dwie druzyny w zadaniu nr 6 i cztery
w zadaniu nr 3. Natomiast komplet punktów zdobylo siedem druzyn w zadaniu nr 2 i po jednej
w zadaniach 4(!) i 5. Suma wszystkich ocen za rozwiazania zadan nr 1, 2, 3,4,5,6 wyniosla
odpowiednio: 800, 864, 176, 683, 881, 405. Widac, ze naj trudniejsze bylo zadanie nr 3 (zreszta
zgodnie z przewidywaniami). Ekipa radziecka zdobyla za to zadanie razem 22 punkty; ekipa
amerykanska - 17 punktów; rumunska - 16; chinska - 14 (inne mniej; np. poiska -1).
Na marginesach podane sa teksty zadan wraz ze szkicowymi rozwiazaniami. Dysponujac
rozwiazaniami pochodzacymi od autorów zadan, od uczestników olimpiady i od matematyków,
którzy rozwiazywali te zadania dla wlasnej satysfakcji, wybralismy rozwiazania najproslsze do
skrótowego zapisania. Zaznaczmy jednak, ze wszyslkie zadania, oprócz 3, byly przez
olimpijczyków rozwiazywane na wiele innych sposobów. Na przyklad zadanie nr 2 rozwiazuje sie
wygodnie przy uzyciu liczb zespolonych. W zadaniu nr 6 poznalismy chyba z szesc istotnie
róznych melod rozwiazania. Zachecamy naszych Czytelników do popróbowania wlasnych sil
na tym polu. Namawiamy do tego przede wszystkim tych, którzy sa jeszcze ucznia!l1i. Przeciez
za rok - XXVIII MOM. Na Kubie!

Rozwiazanie. Dlaz '" 2 mamyf(z) =
=f«z-2)f(2»J(2) = O. Zatem

f(z) = O ~ z '" 2.

Dla O ~ Y < 2 zachodza wiec równowaznosci:
x", 2-y~x+y", 2~J(x+y) =
= O ~ f(xJ(y»f(y) = O ~ f(xf(y» = O ~

~ xf(y) '" 2 ~ x '" 2If(y). Znaczy to, ze
2- Y = 2If(y) dla O ,; Y < 2. Zatemf musi
byc dana wzorem

O,; y < 2.

Y'" 2.

Pozostaje tylko sprawdzic, ze funkcja ta
istotnie spelnia warunki zadania.

Zadanie 6 (NRD). Na plaszczyznie dany jest
skonczony zbiór punktów o wspólrzednych
calkowitych. Czy mozna pokolorowac pewne
punkty tego zbioru na czerwono, a pozostale
na bialo, w taki sposób, ze dla kazdej
prostej L równoleglej do jednej z osi
wspólrzednych bezwzgledna wartosc róznicy
pomiedzy liczba punktów bialych i czerwonych
lezacych na L jest nie wieksza niz 1?
Uzasadnij swoja odpowiedz.

WYNIKI XXVII MOM
Nagrody I stopnia:

Kós Geza (WegrY)l

Wladimir Roganow (ZSRR), 42pktStanislaw Smirnow (ZSRR)

Fang Weimin (Chiny)}
Jorg Jahnel (NRD) 41pkt
Joseph Keane (USA)
oraz 12 zawodników z ;;;.34pkt
(1 z Brazylii, 1 z Bulgarii, 2 z Chin,
I z Francji, 2 z RFN, 2 z Rumunii,
2 z USA i 1 z Wietnamu)

Rozwiazanie. Pokolorowanie takie jest zawsze
mozliwe. Dla dowodu wezmy dowolna linie
prosta L pozioma lub pionowa przecinajaca
rozwazany zbiór A i niech Pl' ... , Pr beda

punktami zbioru AnL, ponumerowanymi

w kolejnosci wzrastania wolnej ws.pólrzednej.
Laczymy odcinkamiPl z P2, P3 Z P4 itd.
(na koncu moze pozostac pojedynczy punkt).
Tak samo postepujemy z punktami na kazdej
takiej prostejL. Otrzymujemy rodzine
odcinków; kazdy punkt z,A nalezy co
najwyzej do dwóch odcinków. Suma
wszystkich odcinków rozpada sie na linie
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NagrodY II' stopnia:
41 zawodników z 20 krajów (;;;. 26 pkt)

NagrodY III stopnia:
48 zawodników z 25 krajów (;;;. l7pkt)
w tym Irzech Polaków
Piotr Jedrzejewicz 23pkt
Tadeusz Pezda 20pkt
Stanislaw Kasjan l7pkt

Nagroda specjalna:
Joseph Keane (USA)
(za oryginalne rozwiazanie zadania nr3)

lamane bez wspólnych wierzcholków,
zamkniete lub nie. Wierzcholki kazdej z nich
malujemy naprzemiennie (bialo, czerwono,

bialo itd.); jest to mozliwe, bo lamane
zamkniete maja parzysta liczbe wier:<cholków.
Jesli pozostaly punkty nie nalezace do zadnego
z rozwazanych odcinków, malujemy je

calkiem dowolnie. Nietrudno sprawdzic,
ze otrzymane pokolorowanie ma wymagana
wlasnosc.

Czas rozwiazywania4t godziny kazdego dnia.
Za rozwiazanie kazdego zadania mozna bylo
otrzymac 7 punktów.


