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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerzen+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na

oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali odO do 1 z dokladnoscia doO, I.Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4 - 38 IN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, aN - liczbe osób, które

nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów

otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

czlonkostwo - to fytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 1987

Zadania z fizyki nr 39, 40

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

39. Na srodku poziomej, podpartej na brzegach, sprezystej plyty
umieszczono silnik. Stwierdzono przy tym, ze plyta ugiela sie
w tym miejscu o 1 cm. Zakladajac, ze masa silnika jest duzo
wieksza od mas) plyty, obliczyc przyblizona czestotliwosc
drgan rezonansowych silnika na tej plycie.

40. Jak zmienia sie okres obiegu Ziemi wokól Slonca (rok
gwiazdoWy) na skutek wypromieniowania energii przez Slonce?
Gestosc strumienia tej energii w odleglosci od Slonca, równej
sredniemu promieniowi orbity Ziemi, wynosi 1,4'103 W /m2,
pozostale dane do obliczen nalezy wziac z tablic.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 8/1986

Przypominamy tresc zadan:

31. Obliczyc stosunek E.IEb wartosci natezenia pola elektrycznego, wystepujacego

w bezposrednim sasiedztwie powierzchni jednorodnie naladowanej ladunkiem
o gestosci powierzchniowej <1, w dwóch przypadkach:

a) nieskonczona powierzchnia plaska(E.),
b) powierzchnia kuli (Eb).

32. W badaniach dna oceanicznego wykorzystuje sie miedzy innymi prowadzone

za pomoca sztucznych satelitów Ziemi pomiary ksztaltu powierzchni oceanu,

która - jak sie okazuje - ma lokalne wzniesienia oraz depresje. Jakie

informacje dotyczace dna oceanu mozna uzyskac na podstawie wyników takich
pomiarów'/ Przytoczyc tok rozumowania.

31. W obu przypadkach wycinek powierzchni naladowanej o takim samym poluS "obudujmy"
powierzchnia zamknieta w ksztalcie cienkiej kanapki, jak na rysunku 1. Obie "kanapki"
zawieraja w swym wnetrzu taki sam ladunekSa.Zgodnie wiec z prawem Gaussa strumien pola
elektrycznego q, przez ich powierzchnie jest dla przypadkówa) i b) jednakowy (równy aS/eo).

W przypadku powierzchni plaskiej natezenie pola elektrycznegoEa ma jednakowa wartosc po
obu stronach naladowanej powierzchni, zatem strumien q, wynosi2E.S.W przypadku kuli
niezerowa wartoscEb wystepuje tylko po jej zewnetrznej stronie (wewnatrz kuli pole znika)
i strumien q, jest równyEbS. Z porównania obu przypadków wynikaE./ Eb = 1/2.

32. Powierzchnia oceanu odzwierciedla rozklad lokalnego pola grawitacyjnego, gdyz przyjmuje
ksztalt powierzchni ekwipotencjalnej; w miejscach zwiekszonej grawitacji powierzchnia wznosi
sie wyzej, w miejscach zmniejszonej grawitacji wystepuje obnizenie powierzchni oceanu.
Schematycznie obrazuje to rysunek 2 (wektory przedstawiaja natezenie pola grawitacyjnego).
Anomalie grawitacyjne z kolei sa zwiazane z rozkladem mas w dnie oceanicznym.W poblizu
podwodnych gór wystepuje wzmozone pole grawitacyjne, dolinom podmorskim towarzyszy zas
ujemna anomalia grawitacyjna. Ksztalt powierzchni oceanu umozliwia wiec okreslenie topografii
dria morskiego (metoda ta, nazywana obrazowaniem geotektonicznym, uzalezniona jest w istocie
od rozkladu gestosci w skorupie ziemskiej pod oceanem).
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Rozwiazanie zadania M 456. Rozpatrzmy

nastepujaca strategie: gdy wypadnie reszka,

monete uznajemy za normalna; gdy wypadnie

orzel, z prawdopodobienstwem p uznajemy

monete za normalna, a z

prawdopodobienstwem 1 -p za nienormalna.
Srednia strata dla monety normalnej wynosi

1 .,

teraz 2 (1- p), a dla monety menormalneJ p.

Znajdziemy p, przy którym max {{ (1- p), p}

jest najmniejsze. Musi bycp = {(I-P)

I
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Zadania z matematyki nr 141, 142

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

141. Obliczyc sume szeregu

l l --------+ ------- +-------- +...
1.2.3·4·5.6·7·8 2·3·4·5·6·7·8·9 3·4'5·6'7·8·9'10

142. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalne bedace polami wielokatów ograniczonych lamanymi
zamknietymi bez samoprzeciec, których wszystkie boki maja dlugosc jednostkowa, a kazde dwa
kolejne boki sa prostopadle.
Zadanie 142 przyslal pan Jerzy Janowicz z Boleslawca.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 8/1986

Przypominamy tresc zadan:

133. Dac przyklad takiego wieloscianu wypuklego, ze wszystkie jego krawedzie

maja równa dlugoSC i sa styczne do pewnej sfery, ale nie istnieje sfera opisana
na nim.

134. Rozwiazac równanie x = 5 + (5 + n. + (5 +X-l)-I o•• )-1; po prawnej stronie

jest n-l par nawiasów orazn znaków odwrotnosci.

Rozwiazanie zadania M 455. Przypuscmy, ze

za kazdym razem figura zostaje przekluta

nie wiecej niz 10 razy. Wówczas rzuty

poszczególnych czesci figury pokrywaja

kwadrat o polu l nie wiecej niz 10 razy,
wobec tego pole figury nie moze przekraczac

lO; sprzecznosc konczy dowód.

133. Wezmy szescian oraz osmioscian foremny o srednicy dwukrotnie dluzszej od krawedzi
szescianu, usytuowane tak, ze kazda krawedz szescianu przecina dokladnie jedna krawedz
osmioscianu, przy czym krawedzie te sa prostopadle i polowia sie. Mozna to sobie wyobrazic

biorac prostokatny uklad wspólrzednych i przyjmujac za wierzcholki szesciimu punkty
o wspólrzednych równych± l, a za wierzcholki osmioscianu - punkty o jednej wspólrzednej
równej ±2, a pozostalych równychO. Kazda wspomniana wyzej para odcinków prostopadlych,
z których jedna jest krawedzia szescianu, a druga krawedzia osmioscianu, stanowi pare
przekatnych pewnego rombu (w podanym modelu analitycznym przykladem moze byc romb
o wierzcholkach (2,0,0),(1,l, -1),(0,2,0),(1,1,l )). Niech Z bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich
wierzcholków obu rozpatrywanych bryl (szescianu i osmioscianu) i niech'B= convZ bedzie
najmniejszyni. zbiorem wypuklym zawierajacymZ. Bryla B jest wieloscianem o wierzcholkach
w punktach zbioruZ, a jej scianami sa okreslone przed chwila romby. BrylaB ma wiec 14
wierzcholków, 12 scian i 24 krawedzie; jest to tzw.dwunastoscian rombowy.Nietrudno sprawdzic,

ze spelnia on wszystkie warunki postawione w zadaniu.

Rozwiazanie zadania M 454. Wystarczy

wykazac, ze jesliy2 jest pierwiastkiem
wielomianu MI o wspólczynnikach wymiernych,

to - 1"2 takze.
Niech w(x) = (a'kx,k+ ... +a,x'+ao)+
+(a'l+1x"+1+ ... +a,x) =/(x)+x'g(x),
gdzie w wielomianach 1i g wystepuja

wylacznie parzyste potegix.

Wtedy w(V2) = I(V2)+ V2 g(j!2) =
= p+qVi, gdzie p i q sa wymierne. Ale

p+qVi = O; gdyby q bylo rózne od zera,

mielibysmy Vi = _!!.-, co jest niemozliwe.q
Stad q = O i p = O.

Mamy teraz w( - V2) = p - qy'2 = O, co
konczy dowód.

134. Dane równanie przepisujemy w postacix = f" (x), gdzief(x) = 5+X-l, af" oznacza n-ta
iterate funkcji f (czyli n-krotne zlozenief o f o ... of). Funkcja f ma dwa punkty stale, czyli

liczby spelniajace równaniex = f(x). Sa to Xl = (5 - Y29)/2 i X2 = (5+ Y29)/2. Te same
liczby sa, oczywiscie, takze punktami stalymi funkcjif", a wiec rozwiazaniami danego w zadaniu
równania. Przez indukcje sprawdzamy, ze kazda iterataf" jest funkcja postaci(ax+b)/(cx+d),

przy czym c > O, d;:. O. Równanie x = f"(x) prowadzi zatem do równania kwadratowego
x(cx+d) = ax+b z dodatnim wspólczynnikiem przyxz; ma wiec co najwyzej dwa
pierwiastki. Wobec tego liczbyXl i X2sa jedynymi pierwiastkami rozwazanego równania dla
kazdej naturalnej wartoscin.

v = V2g(H-h).

Zasieg takiego rzutu ukosnego musi byc

równy dlugosci wyrwy

Dalej poruszac sie bedzie on jak cialo

o masie m wyrzucone z predkosciav pod

katem Cl do poziomu, gdzie:

y'(-L) = L/(h-R).

y = (x+L)tga- --g--(x+L)'2v2coS2a.

Wobec równosci tych wspólczynników

predkosc wagonika jest styczna do okregu
iumozliwia bezpieczne kontynuowanie jazdy.

Z drugiej strony wspólczynnik kierunkowy

stycznej do okregu w tym samym punkcie

wynosi

a = L/(R2_V)'12 = L/(h-R).

w ukladzie wspólrzednych jak na rysunku I.

Styczna do tej paraboli w punkcieB ma

wspólczynnik kierunkowy równy

predkosci wagonika musi byc styczny do
kolowej czesci toru w punkcie B. Tor ruchu

wagonika w powietrzu jest parabola
o równaniu

'Y

Aby wagonik mógl bezpiecznie kontynuowac

jazde wzdluz dalszej czesci toru, ;,ektor

Stad obliczamy wysokosc H

R'

H = h+ 2(h-R) .

h-R
cosa: =-r'L

sina. =]f'

Rozwiazanie zadania F 210. Z zasady

zachowania energii obliczamy predkosc

wagonika w punkcie A (oznaczenia jak na

rysunku)

2L = v'sin2a
g

sin2a = 2sinacosa = 2L(h- R)
R--'
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