
Autor, który jest zdobywca zlotego medalu
w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1986 roku, przedstawia

skrót nagrodzonej pracy.

Rozwiazanie zadania M 465. Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. Niech X i = l,
gdy i-te niemowle jest chlopcem, w przeciwnym
razie X l = - I. Mamy oszacowac

(s. ) . IP ·n'" IJ , gdzie n = 700000, IJ= "100 .

Przypomnijmy nierównosc Czebyszewa:
EX

jesliX", O, to P(X", ó)., Ó .
Zastosujemy ja do zmiennej losowej eASn,
gdzie h > O.

p( s; '"ó) = P(S. '" nó) =
EeJ.s·

= P(ehS. '" ehnó) ., ---,
chlÓ

co na mocy poprzedniego za<:Ianianie

przekracza et). 2n - i.nó.

Funkcja lU.) = ~ A'n- J.nóma minimum

dla A = I~, i ostatecznie

p( s; '"ó)., e-ló'n.

Dla n = 700 000 i ó = ~ badane
100

prawdopodobienstwo nie przekracza

e-3S < 7' 10-16. Pouczajace jest porównanie
. l

z oszacowamem przez 560' otrzymanym

za pomoca jednej ze standardowych wersji

nierównosci Czebyszewa.

o pewnych wlasnosciachprzestrzeni
euklidesowych

Piotr JEDRZEJEWICZ

Artykul stanowi omówienie pracy poswieconej próbie aksjomatyzacji wielowymiarowej geometrii
.euklidesowej. Pomysl napisania tej pracy zrodzil sie po lekturzeGeometrii elementarnej
A. W. Pogorielowa. W pracy ograniczamy sie do zbadania takich pojec, jak wymiar, równoleglosc,
prostopadlosc. Aby wskazac, ze definicje przyjete w pracy sa naturalne, ilustrujemy uzyskane
twierdzenia przykladami z trójwymiarowej geometrii euklidesowej.

Zanim wypiszemy przyjetew pracy aksjomaty, zróbmy nastepujaca uwage. Rozwazajac
trój~ymiarowa geometrie euklidesowa przyjmuje sie jako pojecia pierwotne m.in. punkty, proste
i plaszczyzny, z których kazde, jako uniwersum dla geometrii euklidesowej nizszego wymiaru
ma analogiczne wlasnosci. Mysl te rozszerzamy równiez na przypadek przestrzeni euklidesowych
wyzszych wymiarów. SymbolemE· dla n = -l, O, 1,2,3 ... (E-1 - zbiór pusty, EO - punkt,
E' - prosta, E2 - plaszczyzna euklidesowa,E3 - trójwymiarowa przestrzen euklidesowa)
bedziemy oznaczac n-wymiarowe przestrzenie euklidesowe, które zamiennie nazywac bedziemy_
n-przestrzeniami lub po prostu przestrzeniami.

Punktem wyjscia do naszych rozwazan jest nastepujacy uklad aksjomatów.

I Dla kazdej przestrzeni istnieje punkt nie nalezacy do niej.

II Czescia wspólna dwóch przestrzeni jest przestrzen.

IV Dla dowolnych n+ l punktów nie bedacych równoczesnie elementami tej samej

(n-l)-przestrzeni istnieje dokladnie jedna przestrzen zawierajaca te punkty.

V Dla dowolnej n-przestn:eni i kazdegom ~ n istnieje m-przestrzen zawierajaca te n-przestrzen.

VI Jesli E· c E·+!, to EH 1 jest suma En i dwóch, rozlacznych i rozlacznych zEn,

(n+ l)-pólprzestrzeni otwartych, takich, ze odcinek o koncach nalezacych do jednej
(n+ l )-pólprzestrzeni nie ma punktów wspólnych zEn, a odcinek o koncach w dwóch
(n+ l)-pólprzestrzeniach ma punkt wspólny zEn(n ~ O).

Powyzszy uklad aksjomatów nie byl badany pod katem niezaleznosci. W gruncie rzeczy jego
cecha jest duza naturalnosc, zgodnosc z intuicja. W efekcie rozwazan o charakterze wylacznie
czystej dedukcji uzyskuje sie pewna liczbe twierdzen, z których przytaczamy jedynie najwazniejsze.

Uwienczeniem pierwszej czesci dotyczacej wlasnosci wymiaru jest

Twierdzenie. Jesli k-przestrzen i l-przestrzen generuja m-przestrzen, aprzekrojem ich jest

w-przestrzen (w ~ O), to m+ w = k + l.

Uzyte wyzej pojecie generowania przestrze~i przez zbiór okreslamy nastepujaco.

Definicja. Zbiór X generuje przestrzen, jesli jest to n-przestrzen zawierajaca zbiórX oraz nie
istnieje (n-l)-przestrzen zawierajaca ten zbiór. Przestrzen generowana przez zbiórX oznaczamy
symbolem <X>.

W dru$iej czesci pracy omówione jest pojecie równoleglosci przestrzeni.

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen, gdyk .,; l, nazywamy. rozlacznie ró~noleglymi, jesli sa
rozlaczne i leza w(1+ l)-przestrzeni (k ~ O).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen nazywamy równoleglymi, jesli sa rozlacznie równolegle lub

jedna zawarta jest w drugiej(k, l ~ O).Jesli Ek i El sa równolegle, to piszemyell El.

Wiadomo, ze do kazdej plaszczyzny przez dowolny punkt mozna poprowadzic plaszczyzne

równolegla i przy tym dokladnie jedna. W naszym przypadku zachodzi twierdzenie ogólniejsze.

Twierdzenie. Do kazdej n-przestrzeni przez dowolny punkt mozna poprowadzic n-przestrzen

równolegla i przy tym dokladnie jedna(n ~ O).

Dalsze udowodnione w pracy wlasnosci relacji równoleglosci przedstawiaja sie nastepujaco.

Twierdzenie. JeslieliEl, ElliE"', k .,; l.,; m, to EkIIE"'.

&



Rozwiazanie zadania M 463. Z rozwiniecia
funkcji er w szereg potegowy mamy

el+e-l ;.2 l4.
--2-- = 1+ 2'(+ 4! + ... +

l2"

+ (2n)! + ...
zarazem

.tJ.2 _ l2 l4
e -1+~+22'2!+"'+

l2"

+ 2"'n! + ...
Dla zakonczenia dowodu wystarczy zauwazyc,

ze (2n)!;;' 2"'n l.

Rozwiazanie zadania F 217. W procesie
anihilacji musza byc spelnione m.in. zasady
-zachowania energii i pedu. Poniewaz energia
kinetyczna elektronuipozytonu jest bardzo
mala w porównaniu z energia spoczynkowa

(m.c2 = 0,511 MeV), to mozemYla zaniedbac
(c jest predkoscia swiatla).
Calkowity ped anihilujacych czastek jest
równy zeru. Poniewaz ped musi byc zachowany,
w wyniku anihilacji nie moze powstac jeden
foton, ped fotonu jest bowiem zawsze

wiekszy od zera. Zasada zachowania pedur
bedzie spelniona, jesli powstana dwa fotony

o przeciwnych pedach.
Zasada zachowania energii ma postac

2mec2 = 2hv.

Zatem zaden z kwantów y nic moze miec

energii wiekszej od mec2. Tymczasem na mocy
zasady zachowania energii dla procesu kreacji
par elektronowo-pozytonov.'ych mamy

E,. = 2mec2+ Ek,

gdzie Ek jest energia kinetyczna powstalych

czastek, aEy - energia kwantu
wyt",'arzajacego pare. Poniewaz Ey jest
mniejsze od meC2, zatem kreacja pary jest
niemozliwa.

Twierdzenie. Jesli<EkuEl) = Em,EknE1 = P', w ~ O,EtIIEk, ElliEl, EtnEI '# 0, to istnieja
takie Ei i Er, ze <muE!) = Ei, EtnEI = Er, EillEm i El"I lEW.

W najprostszej swej nietrywialnej postacik = l = 1, m = 2, w = 0, fakt ten oznacza, ze jesli
mamy pare prostych przecinajacych sie i przez punkt poprowadzimy do nich równolegle, to
wyznacza one plaszczyzne równolegla. WarunekEtnEf '# 0 mozna zastapic przezEf, El c Em.

Twierdzenie. JesliEklIEm, EkIIE", EmnP = El, to EkIIE'.

Wezmy prosta równolegla do dwóch przecinajacych sie plaszczyzn. Twierdzenie powyzsze
orzeka, ze prosta jest równolegla do krawedzi przeciecia tych plaszczyzn.

Twierdzenie. Jesli przestrzen przecina dwie przestrzenie równolegle, to te przekroje sa
przestrzeniami równoleglymi.

Przeciecie plaszczyzna dwóch plaszczyzn równoleglych tworzy dwie proste równolegle.

Twierdzenie. Dwie dowolne n-przestrzenie leza w równoleglych 2n-przestrzeniach(n ~ O).

Dwie dowolne proste leza w plaszczyznach równoleglych.

W trzeciej czesci pracy przedstawione sa podstawowe wlasnosci relacji prostopadlosci przestrzeni.

Definicja. Prosta i n-przestrzen nazywamy prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest punkt i prosta
ta jest prostopadla do kazdej zn prostych przechodzacych przez ten punkt i takich, ze ich suma
generuje te n-przestrzen(n ~ 1).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen, gdyk ,;;;l, nazywamy i.cisle prostopadlymi, jesli sie
przecinaja na (k-l)-przestrzeni i istnieje prosta zawarta w k-przestrzeni, prostopadla do
l-przestrzeni (k ~ 1).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen nazywamy pekowo prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest
punkt i kazda zk prostych, które generuja k-przestrzen, jest prostopadla do kazdej zl prostych,

które generuja l-przestrzen(k, l ~ 1).

Prostopadlosc scisla oznaczamy.l, a pek owa T.

Definicja ta jest poprawna, nie zalezy od wyboru ukladów prostych generujacych dane
przestrzenie, na mocy nastepujacego faktu.

Twierdzenie. Jesli prosta jest prostopadla do przestrzeni, to jest prostopadla do kazdej prostej
zawartej w tej przestrzeni i przechodzacej przez jej punkt przeciecia z ta przestrzenia.

W przypadku trójwymiarowym stwierdzenie to oznacza, ze jesli prosta jest prostopadla do dwóch
prostych zawartych w plaszczyznie i przechodzacych przez jej punkt przeciecia z ta plaszczyzna,
to jest prostopadla do kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt i lezacej w tej plaszczyznie.

A oto wazniejsze wlasnosci prostopadlosci udowodnione w pracy.

Twierdzenie. Dla dowolnej przestrzeniEk przez dowolny punktA E Ek mozna wEk+1 zawierajacej

Ek poprowadzic E' pekowo prostopadla doEk i przy tym dokladnie jedna(k, l ~ 0).

Twierdzenie. JesliEk.lEI, EflIEk, EfIlE1, EfnEf '# 0, to Ef.lEL -

Twierdzenie. JesliEkTE', milEk, EfIIE', EfnEf '# 0, to EtTEI.

Interpretacja powyzszych twierdzen w trójwymiarowej geometrii euklidesowej jest oczywista.
Zwrócmy uwage, ze ostatnia z tych wlasnosci nie ma swego odpowiednika w przypadku

prostop;ldlosci scislej (rozwazmy np. plaszczyznei dwie przecinajace sie plaszczyzny do niej
prostopadle).

Na zakonczenie przytoczymy ostatnie (szescdziesiate czwarte) udowodnione w pracy twierdzenie.

Z kazdego punktu do kazdej przestrzeni(P, gdzie n ~ 1) nie zawierajacej tego punktu mozna·
poprowadzic prosta prostopadla i przy tym dokladnie jedna.

Fakt ten stwarza mozliwosc okreslenia odleglosci punktu od przestrzeni. Pojecie to moze
stanowic poczatek. badan wlasnosci metrycznychE".
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