O pewnym problemie Stanistawa Mazura

Zacznijmy od pewnych oznaczef.
Dia r > 0 przez Q, bedziemy oznaczaé¢ kwadrat o boku .

Definigja. Mowimy, ze w kwadracie 0, mozna umiescié¢
wszystkie kwadraty Q,,, (n = 1, 2, ...), jezeli:

(1) U Qm < 0O,

2 kwadraty Qy,n 1 Qi,m moga sie stykaé tylko bokami lub
wierzcholkami, o ile n # m.

Na jednym ze swoich seminariow Stanistaw Mazur zadat pytanie:

Czy istnieje najmniejszy kwadrat Q,, w ktérym mieszcza sie
wszystkie kwadraty Q. Przedstawimy tutaj odpowied? na to
oo
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pytanie. Ze wzgledu na rozbieznos¢ szeregu E — nie jest ona
n=1 N

natychmiastowa.

Lemat. Niech OA4B bedzie trojkatem prostokatnym i niech
kwadrat P, P, P, P, lezy w tym trojkgcie. Wowczas kwadrat ten
moZna umiesci¢ tak, aby dwa jego boki lezaly na
przyprostokatnych tego trojkata.

Dowod. Bez zmniejszania ogblnosci mozemy zatozy¢, ze kwadrat
* Py P, PP, lezy tak, jak na rysunku,
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oraz ze bok kwadratu 2, P,P;P, ma dlugos¢ 1. Wowczas dla
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Oznaczmy przez p prosta przechodzaca przez punkty A4 i B,
Lemat bedzie dowiedziony, jezeli wykazemy, ze punkt (1,1) lezy
w trojkacie OAB lub i inaczej méwige, ze punkt (1,1) lezy po tej

. samej stronie prostej p co i punkt (0,0). Réwnanie prostej p ma
postac f{x, y) = 0, gdzie
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Ale f(0,0) = —1 < 0. Musimy wigc dowiesc, ze f(1,1) < 0
Mamy

X ¥
Fe P =—t——1 = —
a b smacosrx—H

sin o Cos o
fa,1) = + —1:
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Whystarczy wlgc wykazac, ze sin o +cos o < sin o cos x+ 1.
Ale 0 < (1—sin o)(1 —cos &) = 1 —sin a—cos «-Fsin « cos a.
Stad sin & +cos « < 1+sin o cos o, a to koficzy dowdd lematu.

Niech teraz Q, bgdzie kwadratem, w ktérym mieszcza sie
wszystkie 0, m(n=1,2,..). Wéwczas istnieje taka prosta p,
7e kwadraty Q, i Q.__,2 sq paioiom: wzgledem niej tak, jak na
rysunku.

4 (r,r)

\

-~

10

Z lematu wynika natychmiast, ze r =
umiesci¢ w nastgpujgcy sposob.
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>’ gdyz kwadraty te mozna
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Wykazemy wreszcie, ze w kwadracie Q3,, mozna umiesci¢
wszystkie kwadraty Q,,, (n = 1, 2, ...). Pokazemy to na rysunku.
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Na boku kwadratu @, oprécz kwadratu Q,,; ustawiamy
w pierwszym rzedzie kwadra:y Q)4, Ql,s, Ql”s, QOi/7, suma
dlugodci ich bokéw wynosi * +— 3 +— s + 7 < 1, a wigc
mieszczg si¢ one w Q3,2.
W drugim rzedzie ustawiamy Q, s, @19, ..., @113, SUMa
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dlugosci ich bokow wynosi T -4 5 ) IO o &7 < 1, a wigc tez

si¢ mieszcza w kwadracie Q5 ;.

Postgpowanie to kontynuujemy i w rezultacie na boku kwadratu
Q1,2 leza boki kwadratow Q,-2, Qz—s, sy Qgem; iy SUMA
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diugosci ich bokow wynosi — + — + .
2 22 23 2"

() E 5o
SENT g T T

Wynika z tego, ze wszystkie kwadraty O, /n MOZna umiescic
w kwadracie Qs 5.
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OdpowiedZ na pytanie Stanistawa Mazura jest wiec nast¢pujgca:
Najmniejszym kwadratem, w ktérym mieszczg si¢ wszystkie

3
kwadraty Q; . (n = 1, 2, ...), jest kwadrat o boku e

Problemy -
1) Niech p; > p, > ... > p, > ... bedzie takim ciggiem liczb
a0
rzeczywistych, ze ' p? < + 0. Czy istnieje najmniejszy
=1

kwadrat Q, zawierajacy wszystkie kwadraty Q,, (n =1, 2, ...)?

2) Niech P, oznacza prostokat o bokach — i w2 dia

n
n=1,2, ... Czy istnieje najmmejszy kwadrat Q, zawierajacy
wszystklf: prostokaty Pyl =135

Autorowi nie jest znana pelna odpowiedi na zaden z tych
problemow i bytby bardzo wdzigczny Czytelnikom za
informowanie go nawet o czeSciowych rezultatach.
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