
o pewny'mproblemie Stanislawa Mazura

Zacznijmy od pewnych oznaczen.

Dla r > Oprzez Q, bedziemy oznaczac kwadrat o bokur.

Definicja. Mówimy. ze w kwadracieQ, mozna umiescic
wszystkie kwadraty Ql/. (n = 1,2 •... ).jezeli:

(1) U Ql/. c Q"
n=1

(2) kwadraty Ql(. i Ql/m moga sie stykac tylko bokami lub
wierzcholkami. o ilen # m.

Na jednym ze swoich seminariów Stanislaw Mazur zadal pyt;1nie:
Czy istnieje najmniejszy kwadratQ,. w którym mieszcza sie
wszystkie kwadraty Ql/ •. Przedstawimy tutaj odpowiedz na to

<X) 1

pytanie. Ze wzgledu na rozbieznosc szeregu }; - nie jest ona
n=1 n

3
Z lematu wynika natychmiast, zer ;;. -, gdyz kwadraty te mozna

2
umiescic Yi nastepujacy sposób.

YT (r,r)

Ol ..•....••. x

Wykazemy wreszcie. ze w kwadracieQ3/2 mozna umiescic
wszystkie kwadraty Ql(. (n = 1.2, ...).Pokazemy to na rysunku.

rtatychmiastowa.

Lemat. NiechOAB bedzie trójkatem prostokatnym i niech
kwadrat P1P2P3P4 lezy w tym trójkacie. Wówczas kwadrat ten
mozna umiescic tak. aby dwa jego boki lezaly na
przyprostokatnych tego trójkata.

Dowód. Bez zmniejszania ogólnosci mozemy zalozyc. ze kwadrat
. P1P2P3P4lezy tak. jak na rysunku.
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oraz ze bok kwadratuJ\P2P3P4 ma dlugosc 1. Wówczas dla
n

O < C(< - mamy
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a = cos C(+ __ .. _ sm C(cos C(+1

sin C( - sin C(

1 sin C(cos C(+1
b = sinO(+--=

cos O( cos O(

Oznaczmy przezp prosta przechodzaca przez punktyA i B.
. Lemat bedzie dowiedziony. jezeli wykazemy, ze punkt (1.1) lezy

w trójkacie OAB lub inaczej mówiac. ze punkt (1,1) lezy po tej
samej stronie prostejp co i punkt (0,0). Równanie prostejp ma
postacf(x, y) = O, gdzie

x y x sin O( y cos O(
f(x, y) = - + - -1 = . + . - 1.

a b sm O(cos 0(+ 1 sm O(cos0(+ 1

Alef(O,O) = -1 < O. Musimy wiec dowiesc, zef(l,l) ~ O.
Mamy

sin C( cos O(
f(1, 1)= . + . -1.

sm C(cos O(+1 sm O(cos C(+1

Wystarczy wiec wykazac. ze sin O(+ cos O(~ sin C(cos C(+ 1.
Ale O ~ (l-sin <x)(I-cos O()= l-sin O(-cos 0(+ sin O(cos 0(.
Stad sin O(+ cos C(~1+ sin O(cos 0(.a to konczy dowód lematu.

Niech terazQ. bedzie kwadratem, w którym mieszcza sie
wszystkie Ql/. (n = 1.2, ...).Wówczas istnieje taka prostap,
ze kwadraty Ql i Ql/2 sa polozone wzgledem niej tak. jak na
rysunku.

Na boku kwadratu Ql oprócz kwadratu Ql/2 ustawiamy .
w pierwszym rzedzie kwadraty Ql(4. Ql/S. Ql/6. Ql/7, suma

1 1 1 1
dlugosci ich boków wynosi - + - + - + - < 1, a wiec

4 5 6 7

mieszcza sie one wQ3/2.
W drugim rzedzie ustawiamy Ql/8. Ql/9 •... , Ql/1S. suma

1 1 1
dlugosci ich boków wynosi - + - + ...+ - < 1.a wiec tez

8 9 15
sie mieszcza w kwadracieQ3/2'

Postepowanie to kontynuujemy i w rezultacie na boku kwadratu
Ql/2 leza boki kwadratów Q2-2. Q2-3 •...• Q2-" ...• suma

1 1 1
dlugosci ich boków wynosi·-· + - + ... + - +

22 23 2'

=~ (1+ ~ + ... ) =~'2 = ~.
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