
o tomografii komputerowej Pro! dr Przemyslaw WOlTA SZCZYK

sa organy, przez które przechodzi, wiec porównanieXI z Xo

daje nam ich sumaryczna gestosc. To, co nas natomiast
interesuje, to rozklad gestosci wewnatrz ciala. Naturalnym
pomyslem jest robienie zdjec z róznych stron i porównywanie ich

ze soba. Na tej zasadzie wlasnie dziala tomograf. Praktycznie
daje on obrazy przekrojów ciala pacjenta. W wybranej
plaszczyznie przekroju wysylamy w róznych kierunkach liniowe
wiazki promieni Roentgena o ustalonym natezeniu poczatkowym
Xo i mierzymy natezenie koncowex, . A teraz zacznijmy tlumaczyc
to na jezyk matematyki.

Mamy nastepujacy problem matematyczny:

Dla funkcji f, okreslonej na plaszczyznie, znamy

J fes )ds= FL dla kazdej pro.stejL. Znalezc funkcje /.
L

Na plaszczyznie dana jest nieujemna funkcjaf. reprezentujaca

gestosc rentgenowska. Wzdluz prostejL biegnie promien
rentgenowski, który jest pochlaniany proporcjonalnie do gestosci
fi do dlugosci przebytej drogi. Jezeli gestosc jest stala i równa c,
to promien o natezeniu poczatkowymXo po przebyciu drogi ,1
bedzie mial natezenieXo exp( - c,1) (exp oznacza funkcje
wykladnicza o podstawie e). Jesli gestoscf nie jest stala, to
bierzemy punkty 050, SI, ... , S. jak na rysunku, i przyjmujemy
,11 = des!, SI-I) dla i = 1,2, ... ,n. Jezeli ,11 jest male, to
funkcja f jest w przyblizeniu stala na odcinku[050, stJ, a wiec
natezenie promieniowania w punkcieSI równe jest
w przyblizeniu Xo exp( - f(s,) . ,11). Analogicznie w punkcieS2

jest ono równe w przyblizeniuXo exp( - f(s,),11)· exp( - f(s2),12)

= Xo· exp [- ([(051),11+f(s2),12)]. Stad widac, ze natezenie

wyjsciowe XI bedzie równe w przyblizeniuXo exp (- i' f(SI),1I);. 1=1

a wiec, ze po przejsciu granicznym (np. dla ciaglej funkcji/)
mamy

Podziekowanie. Chcialbym podziekowac mgr Beacie Toczylowskiej
i dr Renacie Szamowskiej z Zakladu Radiologii Akademii

Medycznej w Warszawie za wiele cennych informacji
iprzygotowanie zdjec.

Kazdy z nas mial Bpewne robione zdjecie rentgenowskie. Jest to
obecnie niezastapiona metoda diagnostyki medycznej. Nie jest to
jednak metoda doskonala. Na przyklad: na podstawie zwyklego
zdjecia klatki piersiowej nie mozna stwierdzic, czy lopatka jest
z przodu, czy z tylu. Oczywiscie i bez zdjecia kazdy wie, gdzie
ona jest, ale bywaja bardziej zlozone sytuacje, kiedy odpowiedz
nie jest tak oczywista. Wtedy prostym i szeroko w medycynie
stosowanym wyjsciem jest zrobienie zdjecia z boku. Ale
wyobrazmy sobie, ze chcemy zobaczyc cos (np. guz) w mózgu.
Na zdjeciu wyraznie widac kosci, ale zupelnie nie wiadomo, czy
ledwo, ledwo widoczna róznica w jasnosci zdjecia to
przypadkowy efekt niedoskonalosci aparatury lub kliszy,
minimalna róznica w grubosci czaszki czy tez istotna zmiana'
w tkance samego mózgu.

XI = xoexp( - J fes) dS),
L

czyli log(xo/X,) = J f(s) ds.
L

Czytelnik dziwi sie zapewne, skad nagle wDelcie o medycynie.
Otóz odpowiedz jest prosta. Od kilkunastu lat mozna za pomoca
promieni Roentgena otrzymywac bardzo dokladne obrazy
wnetrza organizmu. Umozliwia to tomograf komputerowy.
Celem tego artykulu jest wyjasnienie matematycznych zasad
dzialania tego urzadzenia. Zastanówmy sie, co dzieje sie w czasie
zdjecia rentgenowskiego. Wiazka promieni Roentgena
o znanym natezeniu poczatkowymXo przechodzi przez cialo
pacjenta, gdzie jest pochlaniana, a natezenie koncoweXI jest
rejestrowane na kliszy. Poniewaz promieniowanie rentgenowskie
pochlaniane jest tym silniej, im gestsze (w sensie rentgenowskim)
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(I) Nasuwa sie pytanie: po pierwsze, czy to sie w ogóle daje
zrobic, po drugie- jesli sie daje, to jak?

W dalszym ciagu tego artykulu pokazemy, ze odpowiedz na

pytanie pierwsze jest pozytywna oraz naszkicujemy jedna
z odpowiedzi na pytanie drugie.

W dalszych naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze funkcjaI
bardzo szybko maleje w nieskonczonosci, tak, ze wszystkie

potrzebne nam calki beda zbiezne. W szczególnosciFL beda
dobrze okreslone i skonczone dla wszystkich prostychL.

Opiszemy teraz transformate Radona. ProstaL na plaszczyznie
mozemy okreslic dwiema liczbamip E R oraz rp E (0, 2n]. Wtedy

Lp,<p = {(x, y) : xcos rp+ysin rp = p}. Te sama prosta
przedstawiamy w 'postaci parametrycznej jako :(x, y) = A + r v f,

gdzie A jest punktem na plaszczyznie, av jest wektorem
o dlugosci l, Dla funkcjiI, okreslonej na plaszczyznie,
definiujemy jej transformate RadonaRljako funkcje okreslona
wzorem

+co

Rf(p, rp) = J I(x, y)ds = J I(A + rv)dr.
Lp,q; - 00

Aby obliczyc R(e-x1-y'), zauwazmy, ze obrót dookola zera nie
zmienia wartosci funkcjie-x2-y2, zatem R(e-x2-y') (p, q;)zalezy
tylko od odleglosci prostejLp. 'I' od zera, a wiec odp.

Mamy wiec

+00 +00

R(e-x'-Y')(p, rp) = .r e-P,-"ldy = e-P' f e-Y'dy.
- co - (()

O tej ostatniej calce wiadomo, ze równa sie onay'iT, wiec
ostatecznie R(e-x2-y2)(p, rp) = y'iTe-P'. Podstawiajac to do
równania (4), otrzymamy

(5) R(lpuH p, fI!) = (- I )k+ I vn coskrpsin'rpo~+ '(e- P') =
= y'iT coskrp sin'rpe-fi' Hk+ /p).

Jestesmy teraz gotowi dac odpowiedz na pierwsze z pytan (I).

Twierdzenie. Transformata RadonaR jest róznowartosciowa,

Dowód. Przypuscmy, ze dla dwóch funkcjif, ,f2 i dla kazdej

pary p, rp mamy Rf, (p, rp) = Rf2(P, rp). Stad latwo wynika, ze
R(fI - f2)(P, rp) = O. Oznaczajacf = f, - f2 oraz piszacf
w postaci (3) i stosujac (5) otrzymamy

(3)

Mnozac te równosc przezHm(p), m = 0,1,2, ... , i calkujac
otrzymamy

+co

J Rf(p, rp)H,,(p)dp,
-00

/I

'\' ,. ,,-, BL a" ,,_,cos rp sm rp = "
s=O

gdzie

Z warunków ortogonalnosci (2) wynika, ze suma ta redukuje sie
do m-tego skladnika, a wiec

Zastanówmy sie teraz, jak obliczycf znajac Rf Tak naprawde to
bedziemy obliczali wspólczynnikiak, I w (3).
Jak juz wiemy,

ex)

(6) y'iT .I; ak"coskrpsin'rp e-p2Hk+I(P) = O.
k,/=O

Naszym celem jest wykazanie, zef = 0, a do tego wystarczy

pokazac, ze z (6) wynika, iz wszystkieak, , = O. Równosc (6)
przepiszemy jako

yn i [i; a",,_.,cOs"rpsin"-"rp] H,,(p)e-P' = °/1=0 s=O

Uzywajac relacji ortogonalnosci, analogicznie jak poprzednio,
otrzymamy

111

'\' , 'm-' ° dl ° 1 2L a"m_,cos rpSIO fi! = a m = , , , ...
s=O

oraz rp E (O,2n],

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdyak, l = Odia k, l = 0, 1,2, .. ,
Otrzymalismy wiec róznowartosciowosc R,

co

f(x, y) = }; ak. ,1j!k. I(X, y).
k,l~O

Majac ten fakt latwo uwierzyc, ze
co

Rf(p, rp) = }; ak, I R1j!k, I(P, rp).
k,I=O

Widac wiec, ze aby dokladnie zbadac transformate Radona,

nalezy obliczyc R1j!k, l, Niech oxf (odpowiednio Oyf) oznacza
pochodna czastkowa wzgledemx (lub y) funkcjif(x, y), Mamy

R(oxf)(p, rp) = R(lim f(x+h, y)-f(x, y) ). =h--+O h (p, <p)

= lim l/h [ J f(x+h, y)- f f(x, y)] =
h--+O Lp,<p Lp,<p

= lim l/h [ J f(x, y)- J f(x, y)] =
h----"J>O Lp+hcos~.lP Lp,rp

= Iim lfh[Rf(p+hcosrp, rp)-Rf(p, rp)] =
h--+O

Aby odpowiedziec na pytanie (I), pokazemy, zeR jest
róznowartosciowe, tzn, jezelif i g sa róznymi funkcjami, to
Rf =I Rg, oraz podamy pewne wskazówki, jak znajdowacf

znajac Rf
dk

Zdefiniujemy wielomiany Hermite'a Hk(r) = (_I)ket2 -~k e-t'dr

dk

dla k = 0, 1,2, .... Latwo zobaczyc, ze--k e-12jest wielomianem
.. dt

stopnia k pomnozonym przez e-t', a stadHk(t) to wielomian
stopnia k, Mamy równiez nastepujaca relacje, zwana relacja
ortogonalnosci

+co

(2) J H,(t) Hk(t) e-t' dt = ° dla s =I k, s, k = 0, 1,2, ...
-co

Za pomoca wielomianów Hermite'a okreslamy funkcje dwóch
zmiennych 1j!k, leX, y) = Hk(x) H,(y)e-X2-y2, Jest faktem, który
podamy bez dowodu, ze kazda interesujaca nas funkcjaf daje
sie zapisac jako

Piszac= cos rpo.(Rf)(p, rp).

Analogicznie otrzymujemy R(oy/) (p, fI!) = sin fl!o.(Rf)(p, fI!).

Korzystajac z definicji wielomianów Hermite'a mozemy napisac

1j!k,/(X, y) = (_l)k+lo~o:e-x2-y2, a wiec powyzsze wzory daja

(4) R(1j!k, ,)(p, fI!) = (-l)k+lcoskrpsinl fl!o~+I[R(e-X'-Y')] (p, rp).

111 /I

}; a" "-S cos'rp sin"-srp = sin"rp .I; a" ,,_,ctg'rp
s=O s=O

B +co

widzimy, ze -. -"- J Rf(p, rp)H,,(p) dp jest wielomianem
sm"rp -co

stopnia co najwyzejn zmiennej ctgp. Znajac ten wielomian
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mozemy obliczy0 jego wspólczynnikia" n-", a czyniac to dla
kazdego /I = O, I, 2, ". otrzymamy wszystkie wspólczynniki
lik. I, k, I = O, 1,2, '" To zas daje mozliwosc odtworzenia funkcji

j(x, y),

Jest to jednak tylko schemat teoretyczny. W praktycznym badaniu

tom,ograficznym nie mozemy poznacRf(p, rp) dla wszystkich
wartosci p E R i rpE (O, 2n]. a tylko dla pewnego skonczonego
zbioru prostych (p, rp). Ponadto otrzymane wartosciRJ(p, (r)

zawsze obarczone sa pewnym bledem, Nalezy wiec znalezc
efektywne metody przyblizonych obliczen oraz sposoby sprawnej
ich realizacji na komputerze, Wymaga to dalszych, trudnych
badan matematycznych oraz opracowania bardzo
skomplikowanych programów komputerowych. Przedstawienie
tych zagadnieÓ wyraznie jednak wykracza poza ramy tego
artykulu i wiedze autora.

Ostateczny wynik, czyli nowoczesny tomograf komputerowy,
który mialem przyjemnosc ogladac w Zakladzie Radiologii
Akademii Medycznej w Warszawie, jest urzadzeniem naprawde
imponujacym. W celu zrobienia jednego takiego zdjecia, jak
na okladce, czy na poczatku artykulu (a badanie jednego
pacjenta to kilkanascie do kilkudziesieciu takich zdjec),
tomograf wykonuje pól miliona oddzielnych pomiarów, czyli

mierzy I/(x, y)ds dla ponad pól miliona prostychL. W kilka
L

sekund daje on na monitorze obraz calego przekroju lub
powiekszenie wybranej jego czesci. Tomograf pamieta wszystkie
przekroje dla danego pacjenta i w razie potrzeby potrafi je
przetworzyc na przekrój inna plaszczyzna. Uzywajac duzo
mniejszej liczby prostych moze dac bardzo szybka serie zdjec

(oczywiscie, mniej dokladnych), co pozwala zobaczyc ruch
pewnych organów albo przeplyw wprowadzonego do organizmu
kontrastu. Ma jeszcze wiele innych mozli\Vosci. Oczywiscie dla
medycyny to wszystko to dopiero poczatek, trzeba duzej wiedzy
i doswiadczenia, aby wiedziec, jaka chorobe na takich obrazkach
widac.

Transformata Radona ma, oczywiscie, naturalne uogólnienia.
Wiele z nich jest uzytecznych zarówno w matematyce, jak
i w zastosowaniach. Mozna np. rozwazac funkcje trzech
zmiennych i calki po wszystkich plaszczyznach w przestrzeni.
Zasadnicze wyniki matematyczne sa tu podobne (chociaz nieco
bardziej skomplikowane) do przedstawionych powyzej. Ta
matematyczna teoria jest podstawa jeszcze nowszej techniki
diagnostyki medycznej, opartej na zjawisku magnetycznego
rezonansu jadrowego (nazywanego czesto angielskim skrótem
NMR).

Rozwiazanie zadania M 476. Wszystkie

funkcje[: (1,2,,,,,n)-> (I,Z •.",.n),

spelniajace warunki zadania, mozemy
podzielic na dwie klasy.

Do pierwszej zaliczymy te, dla kt6rych
((n) = k F 1=[' l(n).

•

•

•

• k n

@X·••
{ n

Ustalajac l. przyporzadkowujemy funkcji [

funkcje g, bedaca jej obcieciem do zbioru

{I, Z, "" n - I }'-....ii}. Podobnie jak
poprzednio, widzimy, ze~ruga klasa liczy
(n-l)' Pn-, funkcji.
Ostatecznie Pn = (fi - l) (Pn_ I + Pn_ ,)

(przyjmujemy Po = l).

•

•Ustalmy teraz'.

Funkcji [mozemy wtedy przyporzadkowac

funkcje g: {I,Z,,,,.n-l}-> (I,Z.""n-l)

okreslona tak: I
gU) = [(i) dla i F l, g(/) = k. W ten spos6b

otrzymamy wszystkie funkcje okreslone na

{l, 2, ,.'t n-l} ispelniajace warunki zadania.
Ponadto powyzsze przyporzadkowanie, przy
ustalonym Il jest róznowartosciowe. Jednak I
moze przyjmowac n-l wartosci, zatem
pierwsza klasa liczy(n- l) . Pn~ l funkcji.

Do drugiej klasy zaliczymy funkcje, dla

kt6rych[(n) = [-I (n) = l.)in
•• O

•• e
( n

•

•

•

•

Czytelnicy pisza Pan Ryszard Bublewicz z Jeleniej Góry zauwazyl, ze:

wycinajac z kuli walec obrotowy o osi przechodzacej przez srodek kuli otrzymamy "pierscieÓ
l

kulisty" o objetosci -- nd'3, gdzie d to dlugosc zawartego wewnatrz kuli odcinka tworzacej
6

walca.

A zatem

objetosc "pierkenia kulistego" zalezy tylko od jego wysokosci - w szczególnosci nie zalezy od
promienia kuli, z której zostal wyciety.

A oto dowód. Przyjmujac oznaczenia z rysunku i siegajac (do glowy lub tablic) po stosowne
wzory mamy:

4
objetosc kuli to - nr3,

3

l l 1
objetosc CZ:lSZYto_nq2p+ - np3 = - n(r-h)2(2r+h).

2 6 3

Poniewaz wycinamy walec i dwie CZ:lsze,wiec objetosc czesci wycietej wyniesie

i rzeczywiscie objetosc pierscienia bedzie

444
_ Jl/.3- _ n(r3 - h3) = _ nh3
3 3 3

3


