
Rozwiazanie zadania F 229. Na podstawie

pierwszej zasady termodynamiki ilosc ciepla

zamieniajaca sie na wzrost energii wewnetrznej

gazu podczas jego ogrzania o LlT i prace W

jest równa Q = LlU+ W. gdzie LlU = cLlT.
W naszym przypadku pracaW, która

wykonuje gaz rozszerzajac sie, jest rÓwna

energii kinetycznej mv'/2 = pLlV (co

wynika z zasady zachowania energii).
Wtedy z równania stanu gazu doskonalego

mamy pLl V = RLl T, co daje

Q = cLlT+pLlV = cLlT+ RLlT = (c+R).1T.

Otrzymujemy stad

Q Qc -
LlT = -- i Q = -- +mv'/2,

(c+R) c+R

co pozwala napisac koncowy wynik:

mv' ( C)
Q =-- 1+- ,2 _R

Rozwiazanie zadania F 228. Rozpatrzmy

przypadki l) kmg > ~I i 2) kmg < ~/,
l) Jesli pojemnik nie porusza sie, to wtedy

(p - Po) S = ~I i na podstawie równania stanu
2S1 SI

gazu doskonalego p' T = Po r;;' Stad

znajdujemy, ze :0 = 2(1 + ~1/pS),
2) Pojemnik pozostaje w spoczynku do

momentu osiagniecia maksymalnej wartosci

sily wywieranej przez gaz na tlok równowazacej

sile tarcia spoczynkowego, Znajdziemy teraz

odl>owiadajaca temu momentowi temperature

T'. Jesli deformacje sprezyny oznaczymy

.'( = kmg/><, to na podstawie warunku
równowagi i równania stanu gazu mozem)'

napisac

stad

T' _ ( kmg)( kmg)T
- l + - 1+ ,- - o'

PoS ~I

Od momentu rozpoczecia sieruchu pojemnika
proces zwiekszania objetosci zachodzi przy

stalym cisnieniu:

T _ V 2S1 _ 2
T' - V' = (/+.<)S - 'T+1<'i1g/y.1 '

Podstawiajac do tego wyrazenia otrzymana

wyzej wartosC T' otrzymujemy I

T= 2To(l+ kg,'!...).PoS

Niewierni mezowie

Podobno na Atlantydzie panowal matriarchat. Nie byloby w tym jeszcze nic strasznego, gdyby
nie to, ze pewnego dnia królowa HenriettaI zebrala wszystkie swoje poddane na rynku
Mamajorki - stolicy Atlantydy - i obwiescila im, co nastepuje:

"Wiadomo mi, ze posród waszych mezów znajduja sie mezowie wiarolomni. Wiem t:ewniez,
ze kazda zona wie o zdradach wszystkich pozostalych mezów, ale zadna zona nie wie, czy
wlasny maz ja zdradza. Zakazuje wam rozmawiac na te tematy miedzy soba. Rozkazuje natomiast,
abyscie zastrzelily swojego meza o pólnocy pierwszej nocy po tym, kiedy zorientujecie sie, ze was
zdradza".

Trzydziesci dziewiec spokojnych nocy minelo po pamietnym zebraniu, a o pólnocy czterdziestej
nocy rozlegly sie strzaly. Powstaja pytania: ilu mezczyzn zostalo pozbawionych zycia"czy
wszyscy z nich byli wiarolomni i czy którykolwiek wiarolomny maz przezyl?

Uzupelnijmy moze informacje o Atlantydzie. Po pierwsze wiec, wszystkie poddane byly
bezwzglednie posluszne królowej. Po drugie, królowe byly prawdomówne. Po trzecie, kazda
poddana byla znakomitym logikiem i po czwarte, kazdy wystrzal byl powszechnie slyszany.

Majac te informacje mozemy juz wywnioskowac, ze na wyspie bylo czterdziestu wiarolomnych

mezów i wszyscy oni zgineli owej czterdziestej nocy. Ogólnie rzecz biorac, gdyby przy tych
zalozeniach minelon cichych nocy, to nastepnej nocy zginie wszystkichn + l wiarolomnych
mezów i nikt ponadto. Mozna to latwo wykazac przez indukcje. My na razie sprawdzimy tylko
przypadek jednego i dwóch wiarolomnych mezów. ,W przypadku, kiedy na wyspie znajdowal sie
tylko jeden wiarolomny maz, to jego zona, która, zgodnie z zalozeniami, nie wiedziala jeszcze
przed zebraniem o zadnym wiarolomnym mezu, a od królowej dowiedziala sie o istnieniu
wiarolomstwa na wyspie, zastrzelilaby swojego meza o-pólnocy od razu pierwszej nocy po tamtym
zebraniu. Przy dwóch wiarolomnych mezach obie zdradzane zony wiedza o jednym wiarolomnym
mezu, a wszystkie pozostale kobiety - o dwóch, Obie te panie klada sie spokojnie do lózka
pierwszej nocy i kazda z niCh spodziewa sie, przy zalozeniu wiernosci swojego meza, uslyszec
strzal tej drugiej. Nie doczekawszy sie go moga obie ze spokojnym sumieniem pozbawic zycia
obu swych malzonków juz nastepnej nocy,

Ogólnie rzecz biorac kazda zona powinna rozumowac tak: "Tylko dwie liczby
wiarolomnych mezów sa znane wszystkim zonom. Skoro ja wiem ok wiarolomnych mezach,
to albo mój chlop jest w porzadku i wtedy kazda ze zdradzanych zon, o których wiem, wie
o k-l wiarolomnych mezach i zastrzeli swojego mezak-tej nocy, albo mój maz mnie zdradza
i wtedy kazda zdradzana zona wie tez ok mezach, a pozostale ok + l i ja zastrzere swojego

meza (k + l)-ej nocy, podobnie jak i te, o których wiem, ze sa zdradzane".

Zauwazmy, ze HenriettaImogla przy tym wszystkim oszczedzic swoim poddanym rozkoszy
lamania glowy i zamiast zawilej instrukcji ulozyc im prosty program dzialan: "jezeli wiesz
o k wiarolomnych mezach i nie nastapia strzaly k-tej nocy, to zastrzel swego meza(k + l)-ej
nocy".

Jej nastepczyni, HenriettaIIpo paru latach próbowala powtórzyc sukces swojej matki

i zorientowawszy sie, ze wiarolomstwo znów sie rozplenilo, chciala skorzystac z jej pomyslu.
Jednoczesnie, pragnac ulzyc swoim poddanym, zamiast zbierac je wszystkie na rynku,
wprowadzila poczte. Pierwszy jej list, rozeslany do wszystkich poddanek, zawiadamial je o tym
i informowal jednoczesnie, ze kazdy list wyslany na wyspie dotrze w skonczonym czasie do
adresata. Drugi list rozeslany przez nia, byl kopia slynnego przemówienia jej matki. Nocóz ...

w efekcie zadne strzaly nie padly i wszyscy wiarolomni mezowie grzeszyli dalej do woli.
Henrietta Tl popelnila okropny blad. Nie potrafila bowiem zsynchronizowac momentu otrzymania
wiadomosci przez swoje poddane i w rezultacie zadna z nich nie byla pewna, czy brak strzalów
k-tej nocy po otrzymaniu listu (gdziek bylo liczba wiarolomnych mezów) byl spowodowany
wiarolomstwem jej rt:Ieza, czy tez po prostu nieotrzymaniem listu we wlasciwym momencie przez
pozostale kobiety (wiarolomnych. mezów bylo bowiem wiecej niz jeden). Na szczescie, nie majac
pewnosci, zadna z poddanych nie pociagnela za spust "swojej"(k+ l)-ej nocy.

Henrietta III próbowala naprawic blad swojej matki, Przede wszystkim ulepszyla system pocztowy
tak, ze listy dochodzily albo tego samego, albo nastepnego dnia po wyslaniu. Poinformowala
o tym swoje poddane w pierwszym liscie i pare dni potem rozeslala kopie przemówienia swojej
babki.

Zmarla pózniej w opinii bardzo niesprawiedliwej, choc nieco skuteczniejszej królowej niz jej
matka, Latwo sprawdzic, ze jesli listy do zdradzanych zon dotarly w róznych terminach, to te,
które otrzymaly list w dniu jego wyslania, zastrzelily swoich mezów, a te, które dostaly list
dnia' nastepnego, nie zastrzelily.

&



Rozwiazanie zadania M 481. Zauwazmy, ze
z nierównosci dla sredniej arytmetycznej
i harmonicznej wynika, ze oba ciagi sa
monotoniczne dla n ~ l. Poniewaz sa

ograniczone, sa zbiezne. Ponadto maja te sama
granice:

lan-bnl = I an_~~~~ _ 2011_1bn_1 l'
2 On-l +bn_1

_I' (0"_1+bn_l)2-40n_1bll_1 i -- 2(an_l +bn-l) l -
(an_l-bn_l)' I .
2(an_l +bn~l) .; 2,an-l-bn-d.;

'" ~- 'Ial-bll
"""'= 2n-1 •

Zauwazmy jeszcze, ze
on-1bll-1

anbn = (OIl_I+bn_l) O"_I+hn_l an_1bn_1.

Wobec tegoanbn -+ g', skad g = yab.

Rozwiazanie zadania M 482. Nietrudno
zobaczyc, ze sposród odcinków o dlugosciach
l, l, 2, 3, 5, 8 nie da sie wybrac trzech,
z których dalby sie ulozyc trójkat.
Przypuscmy teraz, ze marny siedem odcinków

o dlugosciach 1~_al ::E; 02 ~ 0.0 ~ a7 ~ 10.
Rozpatrzmy odcinki o dlugosciach
ak ~ Uk+ l ~ Uk+1' Jesli nie daloby sie z nich

ulozyc trójkata, to musialoby byc
O,,+Ok+l::E;; 0"+2' Zatem Ul ~ l, a2;:;' 1.

u);;:: 2, ... ,U, ~ 13-sprzecznosc.

Rozwiazanie zadania M 483. Mozna obejsc sie
bez rachunków (prawie). UstalajacXl
widzimy. ze dwie z szesciu mozliwych

permutacji pozostalych punktów daja
przeciecie. Szukane prawdopodobienstwo

. I
wynos,),

Co ciekawsze, gdyby HemiettaIII pomyslala trochei rozkazala wstrzymac sie ze strzelaniem przez
dwie noce, to osiagnelaby rezultaty swojej babki. Goraco polecam sprawdzic ten fakt.

Zanim przejdziemy do genialnej Margaret y, córki Henrietty HI, zatrzymajmy sie na chwile
i zróbmy dygresje.

Zalózmy, ze w systemie informatycznym dziala równoleglen procesorów, kazdy wykonujac
swój program. Zalózmy równiez, ze kazdy zn programów sklada sie z jednej, byc moze
skomplikowanej petli, której k01ejne wykonania musza byc zsynchronizowane z kolejnymi
wykonaniami petli w pozostalych programach. Synchronizacja polegac ma na tym, ze po
wykonaniu k-tego obrotu petli nie wolno nam zaczac wykonywack+ l obrotu, dopóki nie
nabierzemy pewnosci, ze pozostale procesory zakonczyly juzk-tX obrót.

Caly problem polega na tym, jak zorganizowac przeplyw informacji, aby ta zasada byla spelniona.
Utrudnieniem dodatkowym niech bedzie to, ze jedynym miejscem w pamieci, do którego maja
dostep wszystkie procesory, jest jeden jedyny bit, do którego moga wszyscy zagladac i w razie

. potrzeby nadawac mu wartoscO lub L Zalózmy jeszcze, ze istnieje wspólny "kalendarz", czyli
ze wszystkie procesory zaczynaja dzialanie jednoczesnie w chwili zero i dzialaja nastepnie w ,akt
"metronomu" tak, ze tylko rózne dlugosci pojedynczego obrotu petli w procesorach powoduja
problemy synchronizacyjne.

Ciekawe, ze sytuacja nasza niezwykle przypomina ponura rzeczywistosc Atlantydy. Gdyby
spytac w dowolnej chwili kazdy z procesorów, który to krok pet~i-.{ostal ostatnio u niego
zakonczony, to odpowiedzi moglyby byc co najwyzej dwie:k badz k+ 1 dla pewnegok. Mozna
zatem zastosowac cos, co bardzo przypomina niezwykle pomysly Henrietty I. Wystartowac
w chwili zero, synchronizujac lokalne zegary procesorów (zebranie na rynku) i zalozyc, ze,
dajmy na to, co sto taktów procesory umawiaja sie na kolejna sesje synchronizacyjna. Kazda
sesja bedzie wygladac mniej wiecej tak: zerujemy bit wspólny i kolejne takty zegarów zaczynaja
nam odliczac na przemian "dni i noce". Jezeli od poczatku sesji miniek nocy i k-tego dnia
procesor, który jest po zakonczeniuk-tego obrotu swojej petli, widzi w bicie synchronizacyjnym
zero, to k + l nocy "strzela", czyli pakuje jedynke do tego bitu (zauwazmx tutaj, ze liczba
strzalów k-tej nocy nie byla w ogóle istotna). Moze po tym kontynuowac lub zaczac wykonywanie
k+ 1 obrotu, gdyz wie, ze pozostale procesory maja juz zakonczone co najmniejk obrotów
(gdyby byly takie, które by mialyk - I, to jedynka pojawilaby sie w bicie juzk-tego dnia i wtedy
naszemu procesorowi nie wolno byloby zaczack + 1 obrotu i musialby czekac do nastepnej
sesji).

Zauwazmy jednak, ze nasz algorytm, jakkolwiek poprawny, staje sie coraz gorszy w miare
uplywu czasu i wraz ze wzrostemk rosnie czas potrzebny na wykonanie sesji synchronizacyjnej.
Królowa Margareta znalazla sposób, jak sobie z tym poradzic. Oto jej algorytm:

(a) kazda zona, która wie oko wiarolomnych mezach, gdzieko == O (mod 3), strzela o pólnocy

pierwszej nocy. Jezeliko = O, to strzela do meza, a jesliko > O, to strzela w powietrze!
(bo) jezeli nie bylo strzalów pierwszej nocy, to kazda zona wiedzaca ok l wiarolomnych mezach,
gdzie kI == l (mo d 3), powinna zastrzelic swego meza drugiej nocy.
(bl) jezeli byly strzaly pierwszej nocy, to kazda zona, wiedzaca ok2 wiarolomnych mezach,
gdzie k2 == 2 (mod 3), powinna zastrzelic swego meza drugiej nocy.
(co) jezeli dwie pierwsze noce byly ciche, to kazda zona strzela do swego meza trzeciej nocy.

(cJ) jezeli byly strzaly pierwszej nocy i nie bylo ich drugiej, to pierwszonocne strzelczynie strzelaja
do mezów trzeciej nocy (jezeli jeszcze jest do kogo strzelac).

Powyzszy protokól pozwala rozwiazac problem wiarolomstwa w sposób ostateczny w ciagu
trzech nocy! Niezaleznie od liczby zon i liczby wiarolomnych mezów. Mozna to la'two sprawdzic
badajac wszystkie trzy przypadkik = O, 1, 2 (mod 3),' gdziek jest I iczba wiarolomnych mezów.

Dzieki temu pomyslowi Margareta przeszla do historii w chwale. Jaki moral plynie z tych
wydarzen? Po pierwsze, ze równoleglosc stwarza czasami niespodziewane problemy. Po drugie,
ze synchronizacja dzialan jest czesto trudna, o czym swiadcza przypadki HenriettyII i III.
Po trzecie, ze mozna synchronizowac procesy, 'nie uzywajac pojecia wspólnego czasu, o czym
swiadczy ulepszony algorytm HenriettyIII (z odczekaniem jednego dnia). Warunkiem musi byc

jednak ograniczenie czasu przesylki komunikatów (w tym przypadku - komunikatu o rozpoczeciu
sesji,' wysylanego przez jednostke sterujaca), w przeciwnym razie nie unikniemy niepowodzen
Henrietty n. Mozna wykazac, ze jesli komunikaty docieraja co najwyzej pob dniach, to
wstrzymanie sie ze strzalem przez(b+ 1) dni pozwoli na dobra synchronizacje.

Na koniec wreszcie, po czwarte, ze jezeli sie chce przejsc do historii w chwale, to nie nalezy
zadowalac sie slabymi rozwiazaniami, nawet jesli sa poprawne.
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