
Christian Huygens (1629-1695), uczony

holenderski, znany ze swej zasady rozchodzenia

sie fal. Skonstruowal wahadlo izochroniczne
(tj. takie, którego okres drgan nie zalezy od

amplitudy). Wlasnie do tej konstrukcji byly

mu potrzebne wlasnosci ewolwent.

Alexis-Claude Clairaut (1713-1765),
matematyk francuski, z.ajmowal sie m.in.

krzywymi przestrzennymi, powierzchniami

obrotowymi (takze ksztaltem Ziemi)i ruchem
Ksiezyca. Pierwsza prace o krzywych napisal

majac 12 lat, ksiazke o krzywych wspomniana
w tekscie obok - cztery lata pózniej, w wieku
lat 17 zostal czlonkiem Paryskiej Akademii

, Nauk.

Gaspard Monge (1746-1818), matematyk,

fizyk, chemik i inzynier francuski. Za czasów

Napoleona minister marynarki, byl jednym z
zalozycieli akademii wojskowej Ecole

Polytechnique. W matematyce zajmowal sie

geometria i równaniami róznicz.kowymi.

Leonhard Euler (1707-1783), jeden

z najwiekszych matematyków XVIII wieku.

Zajmowal sie wieloma dziedzinami
matematyki.

Ewolwenta krL.ywcj.

Huygcns wykaLal, ze jesliB -<- A, to D' dazy

do pewnej granicy D. Jest to dowód l:lolnienia

srodka krzywizny.

Okrag scisle styczny I promien krz.ywizny
krzywej C w punkcie p.

Plaszczyzna scislt: styczna.

Krzywe o stalej krzywiznie i stalym

skreceniu - to linie srubowe. Krzywe
o zerowym skreceniu to krzywe plaskie.

I Dclta 2. XX

Dr Jerzy KONARSKI

W jezyku potocznym termin krzywizna ma, przynajmniej w odniesieniu do linii krzywych. dosc
jasne znaczenie. W geometrii rózniczkowej nazwa ta okresla sie rózne wielkosci zwiazane z
krzywymi i powierzchniami (a takze innymi obiektami geometrycznymi) i majace uogólniac to
najprostsze, intuicyjne znaczenie. Omówimy tUlaj w skrócie rozwój tych pojec, zajmujacych
centralne miejsce w geometrii rózniczkowej, oglaniczymy sie jednak tylko do krzywych
i powierzchni.

Najpierw zajmiemy sie krzywymi plaskimi. Zaczniemy od roku 1673, w którym Christian Huygens
opublikowal prace o ewolwenlach. Przypomnijmy; ze ewolwenta ("odwijana") danej krzywej
plaskiej nazywamy krzywa, która zakresli "koniec sznurka, pierwotnie przyklejonego wzdluz
danej krzywej, a nastepnie z niej odrywanego". Mozna powiedziec, ze rysowanie ewolwenty
przypomina kreslenie okregu, ale ze zmiennym srodkiem przesuwajacym sie wzdluz danej
krzywej i o zmiennym promieniu. W swojej pracy Huygens m.in. udowodnil, ze mozliwa jest
tez konstrukcja odwrotna: dla danej krzywej mozna znalezc nowa krzywa (tzw. ewolute), której
ta pierwsza jest ewolwenta. Znaczy to, ze jesli przez wybrany punktp na krzywej poprowadzimy
do niej proSla pwstopadla, to mozna na niej znalezc "srodek owego 7mieniajacego sie okregu"
wystepujacego w konstrukcji ewolwenty. Srodek i promien lego okregu nazwano pózniej
odpowiednio srodkiem i promieniem krzywizny krzywej w punkciep. Odwrolnosc dlugosci
promienia krzywizny nazywa sie krzywizna krzywej w punkciep, a sam okrag - okregiem
scisle stycznym do krzywej w tym punkcie. Ta ostatnia nazwa pochodzi stad, ze jak w kilka lat po
Huygensie wykazal Newton, miedzy tym okregiem a krzywa nie da sie "zmiescic" zadnego
innego okregu stycznego. Okrag scisle styczny najlepiej ze wszystkich okregów przybliza krzywa
w okolicy danego punktu. Zauwazmy, ze powyzsza definicja krzywizny zgadza sie z okresleniem
potocznym: za krzywizne okregu przyjmujemy' odwrotnosc jego promienia (im promien wiekszy,
tym krzywizna mniejsza), a za krzywizne krzywej - krzywizne okregu, który ja przybliza.

Przejdzmy do krzywych przestrzennych. Pomysl, aby okreslic dla nich dwie krzywizny, pojawil sie
po raz pierwszy w ksiazce A. C. Clairaut, jednak proponowana przez niego metoda badania

- krzywych za pomoca ich rzutów na plaszczyzny rozpiete przez osie ukladu wspólrzednych nie dala
dobrych wyników. Krzywizne krzywej przestrzennej jako pierwsi okreslili G. Monge i L. Euler
w roku 1775. Pierwszy z nich uogólnil geometryczny dowód Huygensa, rozpalrujac zamiast
prostych prostopadlych - plaszczyzny prostopadle do krzywej. Drugi zaproponowal naslepujacy
sposób. Sparametryzowal krzywa dlugoscia luku, co umozliwia traktowanie jej jako drogi punktu
poruszajacego sil,'w przestrzeni ze stala szybkoscia (skalarna). To nam daje wektor s'tyczny do
krzywej w kazdym jej punkcie (jednostkowy, bo szybkosc jest stala). Pomysl Eulera polegal na
tym, zeby mierzyc krzywizne szybkoscia zmian kierunku tego wektora. Scislej mówiac, Euler
przeniósl ten wektor do poczatku ukladu wspólrzednych. Koniec tego wektora opisywal zalem
pewna nowa krzywa, tzw. indykatryse sfetyczna, na slerze jednoslkowej. Krzywizna byla okreslona
jako stosunek dlugosci króciutkiego odcinka indykatrysy sferycznej do dlugosci odpowiadajacego
mu luku danej krzywej.

Krzywa i jej indykatrysa sferyczna. Na lukumiedL)' Vt a V2 ku:ywiLna je~t mala. miedzy V4 a V'S -~ duza.

Druga krzywizne, zwana pózniej skreceniem, wprowadzil dopiero uczen Monge'a, M. Lancret.
Gdy poruszamy sie po krzywej, wektory styczne w "sasiednich" punktach (Iakiej terminologii
wówczas uzywano) wyznaczaja tzw. plaszczyzne scgle styczna. Jesli np. krzywa jest plaska, to
zawierajaca ja plaszczyzna jest jednoczesnie plaszczyzna scisle styczna w kazdym jej punkcie.
Dzisiaj powiedzielibysmy, ze plaszczyzna ta jest rozpieta na wekIorze stycznym (wektorze

, predkosci) i na wektorze przyspieszenia punktu poruszajacego sie po krzywej. Lancret nazwal
kierunek prostopadly do krzywej i lezacy w plaszczyznie scisle stycznej kierunkiem normalnym
glównym (jesli poruszamy sie ze stala szybkoscia skalarna, jest to dokladnie kierunek wektora
przyspieszenia), a kierunek prostopadly do plaszczyzny scisle stycznej - kierunkiem binormalnym.
Druga krzywizna, czyli skrecenie, miala mierzyc, na ile dana krzywa nie jest plaska. O ile

- krzywizna byla okreslona jako szybkosc zmian wektora stycznego, skrecenie zostalo zdefiniowane
jako szybkosc zmian plaszczyzny scisle stycznej lub, co na jedno wychodzi, jednostkowego
wektora binormalnego. Jakie jest znaczenie skrecenia? Otóz okazuje sie, ze znajomosc krzywizny
i skrecenia (w przypadku plaskim - samej krzywizny) wystarcza juz do pelnego opisu krzywej,
oczywiscie tylko z dokladnoscia do jej polozenia w przestrzeni. '
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Krzy~jzna przekroju normalnego walca waha

sieodOdo~. r

Równolegle z teoria krzywych zaczela sie rozwijac teoria powierzchni. Za twórce jej podstaw
nalezy uznac L. Eulera. Powierzchnie w.okolicy danego punktu badal rozpatrujac wszystkie
mozliwe przekroje tej powierzchni plaszczyznami prostopadlymi do niej i przechodzacymi przez
dany punkt. Wsród tych plaszczyzn wybral Jedna, a pozostale parametryzowal za pomoca katarp,
który tworza one z ta wybrana. Nastepnie znalazl zaleznosc krzywizny otrzymanego przekroju
prostopadlego od'katarp.Byla ona postacix = L+Mcos2rp+Nsin2rp, gdzie L, M, N oznaczaly
pewne wspólczynniki zalezace od danej powierzchni. Aby znalezc wartosci ekstremalne krzywizny
przekroju, Euler zrózniczkowal to wzgledemrp, przyrównal do zera i otlzymal równanie

N
tg2rp = M' Z olcresowosci funkcji tangens wynika, ze istnieja dwa prostopadle<!) rozwiazania.
Znaczy to, ze jesli w jednym z kierunków krzywizna pnekroju jest najwieksza, to w prostopadlym
do niego - najmniejsza. Kierunki te nazywaja sie obecnie kierunkami glównymi, a odpowiednie
krzywizny przekroju - krzywiznami glównymi. Latwo je dostrzec np~ na walcu: krzywizna
przekroju waha sie tam od zera (przekrój równolegle do osi) do odwrotnosci promienia
"podstawy" (przekrój prostopadle do osi). Na sferze wszystkie przekroje sa jednakowe, wiec
wszystkie kierunki sa glówne ..

Skoro mówimy o krzywiznie przekroju plaszczyzna, to warto wspomniec' równiez twierdzenie
udowodnione przez matematyka francuskiego Meusnier'a i mówiace o przekroju dowolna
plaszczyzna (niekoniecznie prostopadla). Otóz jesli taka plaszczyzna jest odchylona od kierunku
prostopadlego o kat{l, to aby obliczyc knywizne otr'lymanego przekroju, prowadzimy najpierw
przekrój plaszczyzna prostopadla. w tym samym kierunku stycznym, obliczamy jego krzywizne,
a nastepnie-rlzielimy ja przez cosf3. Nalezy równiez dodac, ze juz wtedy rozpatrywano krzywizny
glówne opatrzone znakiem. W zaleznosci od tego, czy odpowiednie srodki krzywizny lezaly po tej
samej, czy po przeciwnych stronach powierzchni, krzywizny glówne byly tego samego albo
róznych znaków. Na przyklad na torusie po stlOnie zewnetrznej (dalszej od srodka) obie krzywizny
sa tego samego znaku, a po stronie wewnetrznej - róznych.znaków. Widac wiec, ze powierzchnia
ma lokalnie Ksztalt "górki" (lub "dolka"), jesli krzywizny glówne sa jednego znaku i ksztalt
"przeleczy", gdy sa róznych znaków. -

Meusnier udowodnil jeszcze inne ciekawe twierdzenie. Wykazal mianowicie, ze jesli ~~wierzchnia
jest ograniczona krzywa zamknieta i ma najmniejsze pole sposród powierzchni ograniczonych ta
krzywa (np. blonka mydlana rozpieta na petelce z drutu), to w kazdym punkcie tej powierzchni
suma krzywi.zn glównych wynosi zero.

Decydujacego kroku w rozwoju teorii powierzchni dokonal Gauss. Miedzy innymi wprowadzil
nowy rodzaj krzywizny, dzisiaj zwany krzywizna Gaussa. Mianowicie, rozpatrywal na
powierzchni jednostkowe pole normalne, tzn. w kazdym punkcie powierzchni zaczepil jednostkowy
wektor prostopadly. Nastepnie skorzystal z pomyslu Eulera zdefiniowania krzywizny krzywych za
pomoca indykatrysy sferycznej. Przypomnijmy, ze tam krzywizna byla mierzona szybkoscia zmian
wektora stycznego. Tutaj - szybkoscia zmian pola normalnego. Gauss przeniósl wektory normalne
do poczatku ukladu wspólrzednych i otrzymal tzw. odwzorowanie sferycznef} z powierzchni
w sfere jednostkowa, przyporzadkowujace punktowi na powierzchni koniec wektora normalnego
w tym punkcie (przesunietego do poczatku ukladu). Nastepnie dla dowolnego punktup rozpatrzyl
jego male otoczenieU na powierzchni i porównal jego pole powierzchni z polem powierzchni jego

b (U) K· . h' k . k 'l'j' k "1 pole f}(U) Uo razu f} • rzywlzne powlerzc m w pun clep o res I Ja o gramcel orazu ---- przy
pole U

malejacym do punktup (zaopatrzona jeszcze w znak" - ", jesli odwzorowanie sferyczne zmienia
orientacje, tzn. w przypadku powierzchni typu "przel~cz"). Zobaczmy lo na kilku przykladach.

pole rytU)

KrLywiLna Gaussa mala, bo poleU male.
Krzywizna Gaussa wieksza. bo po~!~ wieksze.

poje V

Dla plaszczyzny odwzorowanie sferyczne jest stale, zatem krzywizna Gaussa jest równa zeru
(f}(U)jest zawsze jednym punktem). Dla walca obrazem '1jest kolo wielkie na sferze i znowu
obraz dowolnego otoczenia ma zerowa powierzchnie. Krzywizna Gaussa, jak poprzednio, wynosi
zero.

o
Tf(U) = punkt = K ~ O

2
.,(Uj = krLywa = K = O



1
Dla sfery o promieniu r odwzorowanie sferyczne jest jednokladnoscia o skali -, a wiec dlar

1 1
dowolnego U pole 1}(U) = -. pole U. Wynika stad, ze krzywizna Gaussa jest równa -.? - ?

l
K= ---;:2

Gauss podal wzór pozwalajacy wyliczyc krzywizne dowolnej powierzchni, gdy dana jest jej
parametryzacja. Ze wzoru tego wyprowadzil wniosek, ze nowa krzywizna jest akurat równa
iloczynowi krzywizn glównych okreslonych pól wieku wczesniej przez Eulera,K = "1' "2' Latwo
t o sprawdzic na przykladach rozpatrzonych przed chwila. Wynikiem, który Gaussowi sprawil
najwieksza radosc, bylo twierdzenie mówiace, ze nowa krzywizna nie zmienia sie przy
Lginaniach powierzchni (bez rozciagania). Sam okreslil je jako "theorema egregium"

(twi~rdzenie wspaniale, chwalebne). Wyobrazmy sobie np. kawalek gumowej pilki. Gdy próbujemy
ia w jednym kierunku nieco wyprostowac, w drugim zagina sie sama - a krzywizna Gaussa,
czyli iloczyn krzywizn glównych, nie zmienia sie. Inny przyklad: rury walcowej nie da sie zagiac
hez jej rozciagania - inaczej krzywizna Gaussa musialaby sie zmienic. Z tych samych powodów
nie da sie wykonac mapy kuli ziemskiej (ani jej czesci) z zachowaniem wszystkich odleglosci.

k>O

k<O-

k>Ok=O

Aby wspomniec o jeszcze jednym z wyników Gaussa, przypomnijmy najpierw, ze geodezyjna na
powierzchni nazywamy krzywa, która spelnia jeden z równowaznych warunkQw: 1) lokalnie
minimalizuje odleglosc miedzy swoimi punktami, 2) jej plaszczyzny scisle styczne sa' prostopadle
do powierzchni (tzn. posuwajac sie po niej nie skrecamy na boki). Otóz wspomniany wynik
Gaussa mówi, ze jesli na powierzchni dany jest trójkat geodezyjnyA (tzn. figura ograniczona
trzema geodezyjnymi), to calka z krzywizny Gaussa po tym trójkacie jest równa sumie jego katów
wewnetrznych minus:re. Wynika stad np., ze na sferze suma katów trójkata geodezyjnego
jest zawsze wieksza niz:re.

'.II; '+iH-)'-n Postaramy sie teraz scalkowac krzywizne Gaussa na dowolnej domknietej i ograniczonej
powierzchni M. Najpierw dzielimy ja na trójkaty geodezyjneM =: vAt. Oznaczmy przezW, B
i Sodpowiednio liczbe wierzcholków, krawedzi i scian tego podzialu. Ze wzoru Gaussa mamy

SUllla wSLystkich wystepujacych tu katów

wewnetrznych wynosi 2nW.

f f K = }; f f K = 2:rcW-JTS = 2:rc(W-B+S) = 2:reX(M).
M At

Skorzystalismy tu z tego, ze kazdy trójkat ma trzy boki, a kazda krawedz jest bokiem dwóch
3

trójkatów, co daje B = TS. Liczba X(M) = WrB+S nazywa sie charakterystyka Eulera
powierzchni M i Wiadomo o niej, ze nie zalezy od podzialu na trójkaty, a ponadto, ze nie zmienia
sie przy pewnych ciaglych odksztalceniachM (mozna rozciagac, ale nie przecinac ani sklejac).
Jest wiec tzw. niezmiennikiem topologicznym. Wynika z tego bardzo ciekawy wniosek, ze calka
krzywizny Gaussa jest tez takim niezmiennikiem. Zatem obliczajac te calke gubimy niemal
wszystkie informacje o geometrii powierzchni (potrzebne do obliczenia samej krzywizny)!

f f A· = 4rr, bo ogórek "" sfera, wiecX = 2.

\

J J 1;- ~ O, bo babk;a - torus, wiecX - o.

Na zakonczenie wymienmy jeszcze twierdzenie Mindinga mówiace o tym, ze dwie powierzchnie
o stalej i równej krzywiznie Gaussa lokalnie powstaja jedna z drugiej przez zginanie.
W szczególnosci aby wiedziec, czy dana pow;erzchnia rozwija sie na plaszczyzne, wystarczy
sprawdzic, czy jej krzywizna Gaussa jest równa zeru. Ten przyklad, jak i inne wspomniane
poprzednio, swiadczy o duzym znaczeniu róznych rodzajów krzywizny w geometrii.
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