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Sprostowanie
Andrzej ZUK

W artykule Nlert5l1molc1 cykhcme
(Delta 10/1987)blednie podalem liczby
do kontrprzykladu A.Zulaufa.. Powinny
one miec nastepuja.ce wartosci:

Geometria zajmuje sie badaniem niezmienników izometrii. Qpis izometriijest wic;c bardzo wazny.
Z ksiazki Zofii Krygowskiej Geometria dla klasy pierwszejdowiadujemy sie, ze izometrie
plaszczyzny euklidesowej to zlozenia symetrii osiowych. Ich opis analityczny wyglada prosto.
jt;sli posluzymy sie plaszczyzna liczb zespolonych. Czytelnik znajacy liczby zespolone moze
sprawdzic. ze izometrie to funkcje zmiennej zespolonej postaci

lal = 1 ia. b E C.gdzief(z) = a' z+b.lubf(z) = a' z+b

lzometrle to przeksztalcenia zachowujace odleglosc (dokladnie:f jest izometria. jesli odleglosc
X od Y jest równa odlegloscif(X) odf(Y) dla kazdych punktówX. Y). Jesli wiec na pewnym
zbiorze okreslimy sposób mierzenia odleglosci miedzy jego elementami. to mozemy badac
izometrie tego zbioru. Funkcje okreslajaca odleglosc kazdej pary punktów nazywamy metryka.
Zbiór wraz z metryka to przestrzen metryczna (pelna definicje przestrzeni metrycznych oraz ich
przyktady znajdzie Czytelnik w ksiazeczce Slawomira Nowaka -Co to znaczy blisko?,
Wydawnictwo specjalneDelty) ..

W pracy nadeslanej na konkurs podalem opisy izometrii pewnych przestrzeni metrycznych. Byly
to. metryki. które najczesciej nazywane sa: rzeka, kolejowa, miejska oraz Czebyszewa (okreslone
na plaszczyznie). Przedstawie teraz wyniki wraz ze szkicami rozumowan.

Bla.d. który powstal wylacznie z mojej {
winy, zauwazyl p.Toma.sz Starecki z Metryka rzeka. Definiujemy ja nastepujaco. Wyrózniamy na plaszczyznie prosta. która dalej
Wa.rsza.wy, za. co Mu dziEli uje. zas bedziemy nazywac rzeka. Jesli punkty leza na prostej prostopadlej do rzeki, to ich odleglosc
Czytelników i Redakcje przeprasza.m. jest zwykla odlegloscia euklidesowa (rys. la). Gdy punkty nie leza na takiej prostej. to ich

odleglosc okreslamy jako sume ich euklidesowych odleglosci od rzeki i odleglosci ich rzutów na
Jaro,la", G6RNICKI rzeke (rys. Ib. c). '.
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Rys. l. Odleglo,,, punktów A = (XA. YAi

i B = (Xs. Ys) w metryce rzeka jest równa
IYB- YAI, gdy XA = XB,

a IYAI+/XA-XBI+IYBI,jesliXA '" Xn.
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Okregiem o srodku S i promieniur nazywamy zbiór tych punktów, których odleglosc od S jest
równa r. Mozna wiec ogladac okregi w róznych metrykach. W metryce rzeka moga wygladac
jak brzeg kwadratu (rys. 2c). jak brzeg kwadratu z wyrzuconym wierzcholkiem i dodanym
jednym punktem (rys. 2b) lub moga byc zbiorem dwuelementowym (rys. 2a). Wspomnialem
o okregach. poniewaz dowody. w przypadku tej metryki i innych. opieraly Sie na badaniu
wlasnosci okregów.

Przejdzmy teraz do znalezienia wszystkich izometrii tej przestrzeni metrycznej.

Po pierwsze uzasadnijmy. ze obrazem punktu rzeki, w izometriif, jest punkt rzeki. Gdyby bylo
inaczej. to pewien okrag bedacy brzegiem kwadratu (rys. 2c) zostalby przeksztalcony w okrag,
do którego naleza tylko dwa punkty (rys. 2a). Jest to sprzecznosc, poniewaz izometria jest
przeksztalceniem róznowartosciowym (dlaczego?).

Z latwoscia sprawdzamy, ze elementy zbioruM skladajacego sie z
- przesuniec równoleglych do rzeki,
- przesuniec równoleglych do rzeki zlozonych z symetria osiowa wzgledem prostej

prostopadlej do rzeki,
sa izometriami w metryce rzeka i przeksztalcaja plaszczyzne na plaszczyzne. Zauwazmy, ze
odleglosc punktów rzeki to zwykla. euklidesowa ich odleglosc. Wczesniej pokazalismy. ze
izometria f przy metryce rzeka przeksztalca rzeke w rzeke, wiec przeksztalcenief jest izometria
rzeki, na której okreslona jest odleglosc euklidesowa. Wiemy. ze izometrie prostej z metryka
euklidesowa to przesuniecia oraz symetrie srodkowe. Jeslif jest dla punktów rzeki przesunieciem
o wektor v, to definiujemy przeksztalcenie plaszczyznyg jako przesuniecie punktów
plaszczyzny o wektorv. Gdy f jest dla punktów rzeki symetria wzgledem punktu rzekiA, to
przeksztalcenie plaszczyznyg okreslamy jako symetrie osiowa o osi prostopadlej do rzeki
i przecinajacej ja w punkcieA. W ten sposób dla izometriif okreslilismy izometrie g nalezaca do
zbioru M. taka, zef(X) = g(X), gdy X jest punktem rzeki. Zamiast izometriifmozemy wiec
badac izom~trieg- l o f, której punktami stalymi sa punkty rzeki.

Proste prostopadle do rzeki nazwijmy lesnymi (wyjasnienie tej nazwy mozna znalezc we
wspomnianej juz ksiazeczce Slawomira Nowaka). Niechl oznacza jedna z nich. Obrazeml
w izometrii g-I o f jest l. Mianowicie, niech A oznacza punkt przeciecia prosiejl z rzeka,
a punkt B. rózny od A. niech bedzie punktem prostejl. Poniewazg-l o f(A) = A, wiec g-l o f(B)
lezy na okregu o srodku wA i promieniu równym odleglosciA od B (rys, 3). ObrazemB moga
byc tylko punkty P, lub P2 (nalezace do prostejl). Gdyby bowiem byl nim np. punktPJ, to
odleglosc PJ od A' bylaby rózna od odleglosciB od A' (rys. 3), co przeczy definicji izometrii.

'1=B
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Odleglosc punktów lezacych na prostej lesnejl to zwykla odleglosc euklidesowa tych punktów.
Zatem izometria g- l o f, przeksztalcajaca l w l. jest izometria prostejl w metryce euklidesowej.
Poniewaz A jest punktem stalym, jest to identycznosc lub symetria wzgledemA. Na innych
prostych lesnych zlozenieg - l o f oczywiscie tez jest badz identycznoscia, badz symetria
wzgledem punktu przeciecia prostej lesnej z rzeka. Ostatecznieg-lo f jest dziwna izometrias,
która proste lesne odbija wzgledem rzeki lub jest dla nich identycznoscia, przy czym dla kazdej
prostej lesnej jest okreslona niezaleznie od tego, jak dziala na inne proste lesne. Zatem kazda
izometria f tej przestrzeni metrycznej jest postaci

f= g os.

Mozna dac równiez analityczny opis izometrii tej przestrzeni metrycznej. Dla wygody rzeke
utozsamiamy z osiaox.Otóz. izometria to funkcja postaci

Ry,. 3.~· '[(A) - A, g 'j\A') = A'. f(X, Y) = (h (X), k(X)' Y), gdbie h(X) = X +m lub "(X) = -X + m (m E R) oraz k : R -+ {-I,1 l.
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Czytelnika znajacego pojecie mocy zbioru powinien zastanowic fakt, ze moc tego zbioru izometrii
to 2<, podczas gdy moc zbioru izometrii plaszczyzny euklidesowej to tylkoc.

Zbadanie metryki kolejowej dostarczylo przykladów izometrii, które nie sa przeksztalceniami
plaszczyzny na plaszczyzne (!).

Nastepna metryka, która sie zajmowalem, to metryka miejska. Odleglosc punktów to suma
euklidesowych odleglosci wspólrzednych (rys. 4). Okregi w tej metryce wygladaja jak brzeg
kwadratu, (rys. 5).

Rys.7

Rys.4,OdlegloscA = (X .•• y.•) i

8 = (XB. YB) w metryce miejskiej jest równa

P',,-XBI + IY"-YBI.

Rys. z

Rys. X

Rys. 10. Odleglo;" punktów A ~ (XA• YAI

i 8 = (XB. YB) w metryce Czebyszewa
okreslamy jako max {lX,,·-Xnl.IY .• - YBI:.
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Nietrudno sprawdzic, ze z!:>iórK przeksztalcen skladajacych SIe z
- przesuniec, .
- odbic wzgledem osi ukladu wspólrzednych oraz prostych 'nachylonych do osiOX pod katem

45° i 135°,
- obrotów o wielokrotnosci 90° wokól poczatku ukladu wspólrzednych oraz ich zlozen,
sklada sie z izometrii tej przestrzeni metrycznej przeksztalcajacych plaszczyzne na plaszcz}zne .
Wprawdzie izometrie mozna wskazac bez trudu, to jednak dowód, ze sa to wszystkie izometrie,
sprawil mi pewna trudnosc ..

Metryka euklidesowa ma nastepujaca wlasnosc: kazda trójka niewspólliniowych punktów
wyznacza jednoznacznie polozenie punktu przez podanie jego odleglosci od tych punktów.
Wlasnosc ta jest bardzo istotna, poniewaz dzieki niej obraz dowolnej trójki niewspólliniowych -
punktów wyznacza izometrie plaszczyzny. W metryce miejskiej nie istnieje trójka punktów
o podobnej wlasnosci. Jednak obrazy pewnej czwórki punktów wyznaczaja izometrie w metryce
miejskiej.

Jak wiec poradzilem sobie z dowodem? Intuicyjnie oczywiste jest, ze w dowolnej izometrii
l ° wierzcholki kwadratu (okregu w tej metryce) przejda na "wierzcholki okregu";
2° obrazami sasiednich wierzcholków beda sasiednie.
Aby dowiesc l°, nalezy wierzcholki okregu wyróznic metrycznie. Zauwazmy, ze odleglosc
kazdych dwóch wierzcholków jest równa podwojonej dlugosci promienia okregu. Nietrudno
sprawdzic, ze nie ma innej czwórki punktów okregu o tej wla&.nosci. Fakt r wykazujemy
nastepujaco. Narysujmy okregi o srodkach w wierzcholkach okregu. Promienie ich 'niech beda
równe promieniowi okregu (rys. 6 a, b). Widzimy, ze do czesci wspólnej okregów, których
srodki sa sasiednimi wierzcholkami, nalezy nieskonczenie wiele punktów (rys. 6 b), natomiast
czesc wspólna okregów o srodkach w przeciwleglych wierzcholkach to zbiór jednoelementowy
(rys. 6 a). Dzieki róznowartosciowosci izometrii otrzymuje sie wiec prawdziwosc 2°.

Niech / bedzie izometria tej metryki. Mozna sprawdzic, ze na mocy l ° i 2° istnieje
przeksztalcenie t, nalezace do zbioruK, takie, ze/(-P) = t(P), gdzie P E {A, B, C, D)
(wierzcholki okregu, rys. 7). Zatem rl/jest izometria, której punkty stale toA, B, C, D.
Punkty C,D, E, Fto równiez wierzcholki okregu (rys. 7). Poniewazt-l/CD) = D i t-l/(C) = C,
wiec korzystajac z 1° ir mamyt-liCE) = E i t-l/(F) lub t-liCE) = A i r'f(F) = B. Druga
mozliwosc odrzucamy, gdyz przeczy róznowartosciowosci izometrii. Podobnie uzasadniamy, ze
inne punkty tworzace krate (rys. 8) sa punktami stalymi izometriit-'!
Zauwazmy, ze punktP jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie jego odleglosci od
wierzcholków kola, do którego nalezy (rys. 9), tzn. okregi o srodkach w wierzcholkach kola,
przechodzace przez punktP nalezacy do tego kola, nie przecinaja sie w innym punkcie.
Oznacza to, izt -l/jest identycznoscia~ czyli /= t.

Gdy do opisu uzyjemy plaszczyzny liczb zespolonych, izometrie beda funkcjami zmiennej
zespolonej postaci

/(z)=a'z+blub/(z)=a-:~+b,gdzieaE {I, -I,i, -i}ibEC.
Ostatnia metryka przebadana przeze mnie jest metryka Czebyszewa. Odleglosc okreslamy tu
jako maksimum odleglosci wspólrzednych (rys. 10a, b). Okregi w tej metryce wygladaja jak brzeg
kwadratu (rys. II). W przypadku tej przestrzeni metrycznej skonstruowalem izometrie
z plaszczyzny z metryka Czebyszewa na plaszczyzne z metryka miejska. Dzieki temu badanie
izometrii tej przestrzeni metrycznej sprowadzilo sie do badania izometrii poprzedniej
przestrzeni metrycznej. Czytelnikowi nie powinno sprawic trudnosci sprawdzenie, ze takim
przeksztalceniem jest obrót plaszczyzny wokól poczatku ukladu wspólrzednych o kat 45°,I
zlozony z jednokladnoscia o srodku w poczatku ukladu i skali -_~
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Rys. II

Dziwactwem tego artykulu byly kwadratowe okregi - zapewne Czytelnik uwierzy (a moze
i sprawdzi), ze istnieja metryki, w których okregi sa szesciokatami, ale, o dziwo, nie istnieje
metryka, w której okregi sa trójkatami równobocznymi.


