
Niezaleznosc twierdzenia Goodsteina

Redakcja za.iadala ode mnie, abym opisal twierdzenie,
które latwo sformulowac, ale które "nie ma elementarnego
dowodu". Mówiac "nie ma elementarnego c;iowodu"
mamy przewaznie na mys1i, ze wszystkieznanedowody
sa trudne i zrozumienie któregokolwiek z nich wymaga
znajomosci jakiejs zaawansowanej teorii. Oczywiscie nie
wyklucza to, zew przyszlosci ktos madry odkryje dowód
krótki i operujacy jedynie pojeciami znanymi ze szkoly
podstawowej.

Chcialbym potraktowac zadanie redakcji doslownie i
przedstawic twierdzenie Goodsteina, o którym mozna
udowodni~,ze nie ma dowodu elementarnego. W
tym celu skonstruujmy najpierw, przez indukcje, liczby
naturalne G~ dlak, n= 1,2, ...

Niech Gt = k. Jesli G~ = O, to G~+1 = o. Zalózmy,
ze mamy G~> O.Wykonujemy nastepujace operacje:
rozwijamy G~ - 1,przy podstawie n + 1, w taki sposób,
aby w rozwinieciu tym wystepowaly wylacznie liczby nie .
wieksze odn + 1. Potem zamieniamy wszystkien + 1 na
n + 2. Tak utworzona liczba jest szukanymG~+I.

Brzmi to nieco zawile, ale przyklady wyjasnia, mam
nadzieje, wszystko.

Gl6 = 16. Teraz obliczamyG~6. Najpierw rozwijamy
Gl6 - 1, przy podstawie 2. Mamy:Gl6 - 1 = 15 =
= 23 + 22 + 2 + 1= 22+1 + 22 + 2 + 1. A terazzamieniamy
dwójki na trójki: G~6 = 33+1 + 33 + 3 + 1= 112.
Ol,>liczamy dalej: G~6 - 1 = 111= 33+1 + 33 + 3,
GA6 = 44+1 + 44 + 4= 1284, GA6 - 1 = 44+1 + 44 + 3,
Gl6 = 55+1 + 55 + 3= 18753, itd.

Latwo obliczyc, ze Gl: = 1717+1+ 7.177 + 7·176+
+7· 175 + 7.174 + 7 .173 + 7 .172 + 6·17 + 15.

Inny przyklad: poniewaz Gl041 - 1= 210+ 24=
= 222+1+2 + 222,to G~041= 333+1+3 + 333..

Widac, jak sadze, ze ciag(G~):;O=1 rosnie bardzo szybko.
Naprawde jednak ciag ten zachowuje sie jak kozak Makar
w anegdocie Franca.Fiszera: skacze bardzo wysoko,
a potem b a r d z o w o l n o opada.

Goodstein udowodnil, ze dla kazdegok istnieje takie n,
ze G~ = o.

Jedyny znany mi dowód tego twierdzenia nie jest
bardzo trudny i do zrozumienia go wystarczy znajomosc
arytmetyki liczb porzadkowych. Zauwazmy jednak, ze
twierdzenie Goodsteina mówi o liczbach naturalnych,
zatem rozsadnym Wyjsciem jest nazwac elementarnym
dowód, w którym uzywamy jedynie prostych wlasnosci
dodawania, mnozenia i porzadku liczb naturalnych oraz
zasady indukcji.

Teoria aksjomatyzujaca te pojecia nazywa sie arytmetyka
Peano. Otóz udowodniono nastepujace twierdzenie: jesli
arytmetyka Peano jest niesprzeczna, to nie mozna w niej
udowodnic twierdzenia Goodsteina. I to jest wlasnie scisle
sformulowanie braku "elementarnego dowodu".

PoWyzszy fakt wydaje mi sie znacznie ciekawszy niz samo
twierdzenie Goodsteina. Znane dowody tego faktu nie
sa latwe i wymagaja stosowania teorii modeli lub teorii
dowodu, ale to juz zupelnie inna historia.

dr Adam KRA WCZYK

Roawi"aanie aadania M 609.
Liczby n, n-l, n- 2,... , n - p + 1
daja przy dzieleniu przez p reszty
0,1, ... ,p-L Jedna z tych liczb,

m, dzieli sie przez p. Zatem[~I = ~
Mam'y teraz

"("-1) ...(,,-,+1) == (p _ l)! (mod p),

skad po pomnozeniu obu stron przez
z;- dostajemy

"("-1) ../"-'+1) == ('-~)Im (mod p),

i po podzieleniu przez liczbe (p -l)!,
wzglednie pierwsza z p, otrzymujemy

---!lL- = !Il (mod p),,1(,,-,)1 - ,

co kortezy dow6d.

Mamy dana tablice swietlna zbudowana z lampek, z których kazda moze znajdowac
sie w jednym z dwóch stanów: byc zapalona lub zgaszona. Mamy tez uklad
przelaczników, z których kazdy dziala na pewna ustalona czesc lampek w ten sposób,
ze po jego przelaczeniu lampki palace sie (w obszarze dzialania przelacznika) gasna,
a zgaszone zapalaja sie. Wykazac, ze liczba ukladów, które mozemy na tej tablicy
wyswietlic, jest potega dwójki.

Niech g bedzie zbiorem wszystkich podzbiorów (lacznie ze zbiorem pustym)
zbioru lampek. Mocg jest równa 2', gdzie 8 jest liczba lampek. Dzialanie
przyporzadkowujace kazdym dwóm zbioromA, B E g ich róznice symetryczna
A + B = A U B \ A n B spelnia warunki:

A + B = B + A, (A + B) + C = A + (B + G), A + 0 = A, A + A = 0.

Zbiór g z dzialaniem + jest wiec grupa, przemienna,.

Zauwazmy teraz , ze jesliD", oznacza zbiór, na który dziala wylacznikw, to startujac
z wygaszonej tablicy i przelaczaja,c wylacznikiWl, ••• ,Wn zapalimy lampki dokladnie
ze zbioru D"1 + D"2 + ... + D ••". Oznacza to, ze startujac z wygaszonej tablicy
mozemy wyswietlic dokladnie tyle ukladów, ile jest elementów w najmniejszej
podgrupie P grupy g, której elementami sa, wszystkie zbioryD",. Jezeli startujemy
w sytuacji, gdy na tablicy zapalone sa lampki ze zbioruA, to liczba ukladów, które
mozemy wyswietlic, jest równa mocy warstwy grupyg wzgledem podgrupy P

wyznaczonej przezA (czyli mocy zbioru {A +B:B E P}, która jest, oczywiscie,
równa mocy podgrupy P). Z twierdzenia Lagrange'a (rzad podgrupy dzieli rzad
grupy) wynika wiec, ze ta liczba jest dzielnikiem rzedu grupyg, a wieC jest to potega
dwójki.
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