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Zeby otrzymac okra,g, nie musimy wcale sklejac dwóch
odcinków; wystarczy, ze w jednym odcinku skleimy konce.
W celu skonstruowania S2 rozwazmy kolo (dwuwymiarowa,
kule)~ Jesli brzeg - czyli okrag - scia,gniemy do punktu
(tak, jak zawiazuje sie np. koniec balonu z gumy), to
dostaniemy sfere.

A w przypadku S3 ? Jesli dwie kule skleimy brzegami
(czyli dwuwymiarowymi sferami), to otrzymamy sfere
trójwymiarowa. Trudno sobie jednak to wyobrazic.

Moze wiec tak: S2 dostajemy w wyniku obracania okregu
SI dookola jednej z jego osi symetrii. Wobec tegoS3

powinno powstac, gdy sfereS2 obrócimy wokól jednej z jej
plaszczyzn symetrii (ta plaszczyzna jest zbiorem punktów
stalych w tym obrocie l). Przypuscmy, ze obracamy nasza,
sfere "dookola" plaszczyzny{(Xl, X2, O,O) :Xl, X2 ER}.
Wtedy obrazem punktu(Xl, X2, X3, O) naleza,cego doS2

bedzie punkt (x l, X2, X3 cosa,Z3 sin a), dla pewnego
a E [0,211'), który, oczywiscie, jest elementemS3. Czy
przemawia to do intuicji? \

/
Teraz juz wiemy, co bedzie dalej: nalezy w. kuli jej brzeg
- sfere scia,gna,cdo punktu, a powsta.nieS3. Tu takze
sa, problemy z praktyczna, realizacja" ale z pomoca, moze
przyjsc pewne dobrze znane matematykom odwzorowanie.
Jest nim rzut stereograficzny, wprowadzony przez
Ptolemeusza okolo 160 roku. Mozna go okreslic paroma,
bardzo podobnymi sposobami; opiszemy jeden z nich.

Wiele figur w matematyce jest nam swietnie znanych;
przyzwyczailismy sie do nich. Wydawaloby sie, ze nie
mozna o nich powiedziec nic wiecej - nic nowego ani
ciekawego. Tymczasem przy blizszej analizie ukazuja, sie
niezwykle i zaskak,!-jace wlasnosci badanych tworów.

"Wezmy pod lupe" jeden z takich zbiorów. Jest nim sfera
- dokladniej sfera trójwymiarowa. Wszyscy wiemy, co
to jest sfera dwuwymiarowa: powierzchnia kuli, zbiór
punktów przestrzeni jednakowo oddalonych od pewnego
punktu ustalonego, nazwanego srodkiem. Ta definicja bez
problemu przenosi sie na wyzsze wymiary. Czyli: sfera,
n-wymiarowa, o srodkuP i promieniu r jest zbiór punktów
przestrzeni (n + 1)-wymiarowej, których odleglosc odP
wynosi r. Gdy mówimy o odleglosci, to mamy na mysli te
naturalna, euklidesowa.

Z punktu widzenia topologii nie ma znaczenia, jaki
jest promien sfery ani w którym miejscu przestrzeni
znajduje sie srodek. Wazne jest jedynie, by zbiór byl
hOmeomorficzny (topologicznie równowazny) ze sfera,.
Dla uproszczenia wiec badamy sfere o-srodku w (O, . ; . ,O)
i promieniu 1. Mozemy zatem zapisac:

Sn = {(x~,.··,xn+d E Rn+1 : xi+ ... + X~+1 = l}.
Nas interesuje "sfera trójwymiarowa", tj.S3. Slowo
"trójwymiarowa" mogloby sugerowac, ze mozna ja,
sobie latwo wyobrazic lub narysowac - przeciez nasza
intuicja pracuje w trzech wymiarach! -Niestety tak nie
jest. Zgodnie z definicjaS3 jest podzbiorem przestrzeni
czter9wymiarowej, a wiec postac naszego tworu wcale nie
jest taka prosta.

Podamy kilka opisów i przepisów na konstrukch! sfery
trójwymiarowej. Ze wzgledu na to, ze w naszej przestrzeni
nie mozna jej zobaczyc w calosci, posluzymy sie analogia"
porównujac S~ z jej kuzynka, - sfera, dwuwymia~owa, czyli
"poczciwa" zwykla, sfera,S2.

Jak przykladowo powstaje sferaS2? Bierzemy dwa kola
(nieco rozdmuchujemy) i sklejamy brzegami (którymi sa,
okregi). Otrzymany twór jest topologicznie równowazny
sferze. Zauwazmy, ze podol:)nie mozemy skonstruowac
okra,g - powstaje on jako sklejenie koncami dwóch
odcinków - kul jednowymiarowych.
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Przypomnijmy, zeS2 jest sfera o srodku w zerze
i promieniu l. Wybierzmy plaszczyzne przechodzaca
przez O. W prostokatnym ukladzie wspólrzednych
moze to byc plaszczyzna o równaniu z= O. Z punktu
(0,0,1)-bieguna S2 prowadzimy proste. Jesli nie sa
one równolegle do plaszczyzny, to przecinaja zarówno
sfere, jak i plaszczyzne - w obu przypadkach w dokladnie
jednym punkcie! Punktom sfery (bez bieguna pólnocnego)
odpowiadaja. wzajemnie jednoznacznie punkty plaszczyzny.
Gdyby nie ten biegun, to przeksztalcenie byloby bardzo
pdrzadne. Gdyby tak do plaszczyzny dolaczyc'jeszcze
jeden punkt ... Wlasnie, dodanie do'-plaszczyzny .punktu,
nazwanego "punktem w nieskonczonosci", uczyni ja
topologicznie identyczna ze sfera. Odwzorowaniem
okreslajacym te identyfikacje jest rzut stereograficzny.
Jest to dokladnie taka sama sytuacja jak w przypadku,
gdy sciagalismy brzeg kola. Ter~z "zwijamy" plaszczyzne
i "w nieskonczonosci zlepiamy w jeden punkt",

Podobne przeksztalcenie mozemy zdefiniowac dla sfer
dowolnego wymiaru.

(0.0.0.1 )

Przytoczmy wzory dlaS3

( ) (Xl . X2 X3)X1,X2,X3,X. -+ -1--' -1--' -1-- .- X. - X. - X.

Przeksztalcenie odwrotne okreslone jest nastepujaco,

) ( 26 26(e1,e2,6 -: l+e~+e~+e~'l+e~+e~-+ei'

26 a+ e~+ a -l)l + e~+ e~+ el' l + e~+ e~+ el .
Zatem sfera trójwymiarowa jest to przestrzen R3
uzupelniona punktem w nieskonczonosci. Wystarczy do
naszej przestrzeni dolaczyc (w odpowiedni sposób) jeden
punkt, aby otrzymac S3.

Na zwyklej sferze: jesli wokól ustalonego punktu zaczniemy
kreslic okregi, to, oczywiscie, promienie ich beda rosly,
ale tylko do pewnego momentu - gdy osiagna promien
sfery. Potem znów beda malec. Podobnego efektu
nalezy oczekiwac wS3. Gdy wokól dowolnego punktu
zaczniemy konstruowac sfery (typuS2), to bedziemy -
oczywiscie -' przy kazdej nastepnej sferze zuzywac coraz
wiecej materialu. W pewnym momencie ze zdziwieniem
stwierdzimy, ze mimo iz sfery przez nas budowane
obejmuja poprzednie, to zuzywamy coraz mn~ej materialu -
maleje ich promien. WR3 jest to niemozliwe! Rozsadnie
jest promien tej najwiekszej sfery nazwac promieniemS3.
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Jest tak, jak w przypadkuS2j porównujac wspólsrodkowe
okregi lezace blisko siebie nie zauwazymy nieznacznego
zakrzywien.ia sfery. Analogicznie: zakrzywienieS3
powoduje, ze odpowiednie sfery dwuwymiarowe nie
zamykaja w sobie sfer poprzednich, ale sa nieznacznie
,;obok". Oczywiscie dzieje sie to wR" zatem trudno
jest to sobie wyobrazic. Ale - podsumowujac -S3 to
tak, jakby wykrzywiona, zagieta przestrzen z dolepionym
punktem.

Spróbujmy to opisac jeszcze inaczej. Wedrowiec udajacy
sie przed siebie, w dowolnym kierunku naS2, po
pewnym czasie wróci do punktu wymarszu. Na sferze
trójwymiarowej bedzie tak samo! Gdyby wedrowiec wS3

ruszyl w jednym kierunku i szedl nie zmieniajac go, to
w koncu doszedlby do miejsca, z którego wyszedl - pod
warunkiem, .ze zylby wystarczajaco dlugo.

Jesli przetniemy sfereS2 plaszczyzna, to otrzymamy okregi
lub w granicznych' przypadkach - punkty. Natomiast
przecinajac sfereS3 przestrzenia R3, dostaniemy normalna
dwuwymiarowa sfere. GdyS3 bedzie zmieniac polozenie,
to je} slady beda sie zmniejszac lub zwiekszac. Nigdy
jednak promienie sfer dwuwymiarowych nie przekrocza
promienia S3. Przekonac sie o tym mozna, ustalajac jedna
ze zmiennych we wz~rze opisujacym sfere trójwymiarowa.
Dostaniemy wzór na sfer,e dwuwymiarowa. Przy zmianie
parametru (czwartej wspólrzednej) zmieniac sie bedzie
promien sfery dwuwymiarowej. Majac sladyS3 na R3
(jakby poziomice) mozna sobie wyrobic· pewien poglad
na cala sfere. Bledem byloby jednak porównywanie sfery
trójwymiarowej z cebula, gdyzS3 nie jest zbudowana
z koncentrycznych warstw - sfer. Ich srodki przesuwaja
sie w kierunku czwartego wymiaru. Przyczyna tego jest
owo wykrzywienie, o którym juz wspominalismy. Podobnie
okregi koncentryczne nie utworza sfery dwuwymiarowejj
trzeba srodki tych okregów poprzesuwac w trzeci~
wymia.rze.

Jeszcze jeden opis - tym razem nie majacy

dwuwymiarowego odpowiednika. Podnoszac wymiar, okrag
zastepowalismy sfera. Czy jest to jedyna mozliwosc?
Nie! Innym dwuwymiarowym odpowiednikiem okregu
jest torus - czyli detka (bo torus mozna przedstawic jako
iloczyn kartezjanski okregów:T = Sl X Sl). Czyzby sfere
trójwymiarowa mozna bylo utworzyc z torusów?

Przepis jest nastepujacy: "Wez dwa pelne torusy. Sklej
je brzegiem, ale w taki sposób, by równolezniki jednego
torusa przyklejac do poludników drugiego, a poludniki
do równolezników. Jesli to zrobisz, otrzymasz sfere
trójwymiarowa."



Czy cos takiego mozna sobie wyobrazic? Spróbuj1l!-Y.Wezmy dwa pelne torusy Tl iT2• Narysujmy na kazdym
z nich równoleznik i poludnik. Oznaczmy je odpowiednio:rl,Pl i r2,P2. Rozetnijmy T2 wzdluz jednego z poludników
(róznego odP2) i przewleczmy przez (naturalna) dziurew Tl' Mozemy przyjac, ze pelny torusT2 jest zbudowany z warstw
- zwyklych torusów dwuwymiarowych. W samym "centrum" jest okrag (po którym porusza sie srodek kola generujacego
pelny torus). Po rozcieciu mamy pelny cylinder - rodzine powierzchni cylindrycznych. Zacznijmy teraz sklejac brzegi
kazdej z tych powierzchni, wywijajac je na zewnatrz wokól torusaTl' Otrzymamy rodzine torusów obejmujacychTl'

Zauwazmy, ze po takiej operacji na brzeguT2

równoleznik r2 stal sie poludnikiem, a poludnikP2

równoleznikiem. Wiecej, wszystkie poludniki staly sie
równoleznikami i odwrotnie. Mozna juz bez przeszkód

@ =® ~ ,k!'j"" odpowi,dni, ,ówno!,'niki i polndniki.Po,~tal
jeden problem - odcinek centralny powstaly po rózcieciu

;- " .;, oh"n. J,'li do R' do'"'ymy pnnkt w ni"kon"ono''',
to konce tego odcinka mozemy polaczyc wlasnie w tym
punkcie. Ale to jest przeciezS3! Rozciety torus odzyskal
swoja postac, tylko jest teraz przenicowany.

Parafrazujac nasz przepis mozemy powieaziec: gdy
)'Vytniemy pelny torus zS3, wówczas to, co pozostanie, jest
homeomorficzne takze z pelnym torusem.

Sfere trójwymiarowa mozna opisac na wiele innych
i to znacznie bardziej skomplikowanych sposobów. Na
przyklad: S3 jest wynikiem sklejenia dwóch podwójnych,
pelnych torusów - precelków; równolezniki na brzegu
jednego precla sklejamy z poludnikami drugiego
i odwrotnie.

Mozna tez sklejac jeszcze bardziej zawile figury, takie jak
precle z wieloma dziurkami. Ponadto sklejenia moga byc
przeprowadzone nie wzdluz poludników i równolezników,
ale wzdluz bardziej zawilych krzywych. Musimy jednak
przy tym bardzo uwazac, gdyz wynik sklejenia moze
byc skrajnie rózny od oczekiwanego (nawet zlepianie
torusów na ogól nie daje sfery). Wiecej, nie jest znana
ogólna recepta, dzieki której moglibysmy przed klejeniem
dowiedzec sie, co otrzymamy. Przydaloby sie wiele
twierdzen typu: ,Jesli figura ma takie to a takie wlasnosci,
to jest homeomorficzna ze sfera trójwymiarowa" .
Dzieki nim duzo latwiej moglibysmy przewidziec wyniki
skomplikowanych operacji. Mozna to porównac do
pieczenia ciasta: metoda, wedlug której kleimy, to nic
innego, jak konkretny przepis. Niestety - przepisów, za
pomoca których dostajemy konkretne ciasto (u nas: sfere
trójwymiarowa), w ksiazce kucharskiej matematyków jest
stanowczo za malo.
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