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Zadania z matematyki nr 181, 182

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

181. Na. plaszczyznie dany jest okragk oraz rozlaczna z nim prosta,. Rozwazamy
wszystkie okregi o srodkach na prostej" styczne zewnetrznie dok. Czy istnieje
poza prosta l punkt, z którego wszystkie odcinki zawarte wl, bedace srednicami
rozwazanych okregów, sa widoqne pod jednakowym katem?

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

182. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalnen o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych
.. h li b . ó . 1 . b'" (l l l l l l )meuJemnyc cz al, ••• ,an o sumIe r wneJ mozna roz ICCIag4' 4' 8' 8' 16'16""

na n podciagów tak, by suma szeregu utworzonego z wyrazów i-tego podciagu byla
równa ai (i = 1, ... ,n).

Zadanie 182 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 8/1988

178. Czy szereg'postaci2:e"n-l. gdzie e" E {+1,-l},
lim(e, + ... + e,,)n-l = O, moze byc rozbiezny?

Przypominamy tresc zadan

174. Dowiesc, ze dlax, y, z wymiernych, x o/- y o/- z o/- x,
licz.ba (y - z)-2 + (z - x)-2 + (x - y)-2 jest kwadratem lio,by
wymiernej.

Niech

M = {Tkr : T = 2,3,4, ... }= {2, 3,8, 10, 12, 14, 24,27, ... }.
Wezmy pod uwage szereg

+...+ (-kI +"'+-k-l-) -kI .2 ,,-l 2 " - 1 n-"-l

Suma ulamków w kazdym nawiasie przekracza1/2. Zatem
n-ta suma czesciowa szeregu(2) jest wieksza od

l( 11 1)- l+-+-+'''+-k- ,2 2 3 n-l
a to dazy do nieskonczonosci. Tak wiec szereg(2) jest
rozbiezny.

lim rq = 00, lim kr = 00.
q-co r-co

Oczywiscie

(5)

Wobec tego z nierównosci (5) wynika relacja graniczna (4),
a to znaczy, ze szereg (3) ma wlasnosci, o które chodzilo.
Odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest
twierdzaca.

Oznaczmy:
el e2 en

Sn = T +2" +...+ n'
, 1 1 1 ()n-l 1Sn = 1- - + - - - +...+ -1 .-.234 n

Z rozbieznosci szeregu(2) oraz zbieznosci szeregu (1)
wynika rozbieznosc szeregu (3), bowiem

Sn - s~ = L ~-400 (przy n -400).
m$[n/2)

mEM

Pozostaje dowiesc, ze lim(el+ ... + en)n-l = O. Wystarczy
ograniczyc uwage don parzystych: n = 2q. Zauwazmy, ze
el + ... + e2q= 2Tq, gdzie Tq jest liczba elementów zbioru
M n (O;q). Mamy wiec wykazac, ze

(4) lim !... T q = O •
c q-oo q

Elementami zbioruM n (Ojq) sa poczatkowe wyrazy
ciagu (Tkr):

Mn(Ojq} = {Tkr : T=2,3, ... ,rq+l}.

W szczególnosci liczbarqkrq nalezy do' tego zbioru, a wiec
nie przekraczaq. Zatem

00 1
LTkr'r=2

(2)

Mamy nierównosc

173. W szeregu anharmonicznym
111

(1) 1--+---+ ...234

zmienimy niektóre minusy na plusy. Czestosc zmian
bedzie na tyle duza, ze powstanie szereg rozbiezny, a
jednoczesnie na tyle mala, ze spelniony bedzie warunek
podany w zadaniu.

Dla dowolnej liczby naturalnej T ~ 1 przyjmijmy
kr = [log2T]:

kI = O, k2 = ka = 1, k, = ks = k6 = k7 = 2,

Wykazemy najpierw rozbieznos~ szeregu

00

(3)

gdzie
en = {~-1

dla n nieparzystych,
dla n parzystych, gdyn/2 E M,
dla n parzystych, gdyn/2 fi. M.

174. Oznaczmy badana, liczbe przezt oraz przyjmijmy
u = (y - Z)-l, V = (z - Xl-l, W = (x _ y)-l.
Zatem U-l + V-l + W-l = O, a stad

t = u2 +v2 +w2 = (u +v +W)2 - 2(vw +wu +uv) =
= (u +v +W)2 - 2uvw(u-l +V-l +W-l) = (u + v +W)2.
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C.olówka llgl •• dan1ow~,.K.Jub " P'
po u•••glednieniu oc.n"",,ri..-n

•..w.67 (WT~2,69) i 68'(WT=I,24)
• num.ru (/1988

Bogusl_. Miki.I•• ie. - Brodnie_ «,26pkt
Pio'r Bal_ - Tbrun (1,68pkt
Roman Mulial - Kuowie. 31,62pkt
Pio'r Koc&yl\ali - Waru_ •• 29,73pkt
P_wel Perkowaki - S•••• ein 29,73pkt
Wi.II_. Kaeprsak - Krak6. 28,39pkt
Adam Sikoraki - Lublin 26,63pkt
AJ.band.r Surma - Myw6. 23,23pkt

Do gron_ ell0nk6. Klubu « r d~ •• , jakOjed.nuly
pan Miki.I.wiel,

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do kOliea miesiaca
n + 2, Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Zadania z fizyki nr 19, 80

Redaguie dr Andrzei NADOLNY

'19. Podczas prób podlaczenia trójlampowego zyrandola z dwiema zarówkami
100-watowymi i jedna 60-watowa do sieci zaopatrzonej w dwa wylaczniki stwierdzono,
ze zarówj.d 100 W swieca normalnie przy wlaczonym wylaczniku (1) oraz przy obu
wylacznikach wlaczonych, podczas gdy zarówka 60 W swieci tylko przy wlaczonym
wylaczniku (2) i to slabi~j niz normalnie.
Podac najbardziej prawdopodobny schemat obwodu elektrycznego.

80. Wytwarza sie obecnie wiazki "ultra zimnych" neutronów o energii
kinetycznej 10-7 eV. Jaka jest predkosc tych neutronów i jak zachowuja sie one
w ziemskim polu grawitacyjnym? Czy wiazka "ultra zimnych" neutronów ulega
dyfrakcji na krysztalach? W jaki sposób mozna by przechowywac takie neutrony
przez pewien czas (krótszy od czasu zycia swobodnego neutronu) w ograniczonej
przestrzeni ?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 8/1988
7'1. Rzeka o jednorodnym wartkim nurcie i szerokosci d
opada w pewnym miejscu gwaltownym wodospadem (rys.1).
W odleglosci I od wodospadu, w góre rzeki (w punkcieA) skacze
do wody plywak, pragnacy_przeplynac na drugi brzeg.W jakim
kierunku powinien on plynac, aby miec najwieksze szanse
osiagniecia drugiego brzegu powyzej wodospadu? Przyjmujemy,
ze plywak plynie caly czas ze stala (najwieksza osiagalna)
predkosci a,.

Przypominamy tresc zadan

72. W wyniku parowania wody wzrosla wilgotnosc powietrza
nad jeziorem z 60% do 90%, nie ulegla natomiast zmianie
ani temperatura powietrzaT = 300 K, ani cisnienie
atmosferyczne p= 1.00 kPa. Czy zmienila sie przy tym gestosc
samego powietrza (bez pary wodnej) ? Jesli tak, t.o w jakim
stosunku? Cisnienie nasyconej pary wodnej w temperaturze
300 K wynosi 3,5 kPa.

Rys. l

Rys.2

RysA

vn~
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\ I
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Rys.3

'11. Zalózmy, ze znany jest stosunek predkosci plywaka wzgledem wodyVp do predkosci
nurtu rzeki Vn• Jesli vp/vn > d/l, plywak moze plynac prostopadle do brzegu, co
zapewnia przebycie rzeki w naj krótszym czasie. Wektor predkosci wypadkowejv
tworzy wówczas z brzegiem kat El = arctg(vp/vn) (rys.2). W przypadku, gdy vp> vn,
mozna uzyskac dowolna wartosc kata El, odpowiednio dobierajac kierunek wektora vp.
Dla vp < Vn maksymalny kate jesf osiagany, gdyv ..l vp (rys.3). Warunkiem sukcesu
jest e> a,gdzie a = arctg(d/l), skad wynika

(*) vp > ~.
YVn2-vp2-l

Jesli stosunekvp/vn jest nieznany, powinno sie postepowac jak w przypadku
granicznym, dla którego we wzorze (*) wystepuje znak równosci. Oznacza to
prostopadlosc wektoravp do linii AR (rysA). Ten sposób postepowania gwarantuje
bezpieczne przeplyniecie rzeki, o ile to tylko mozliwe.

'12. Cisnienie atmosferyczne jest równe sumie cisnien parcjalnych poszczególnych
skladników powietrza. Poniewaz cisnienie parcjalne pary wodnej wzroslo o/)"p =
= (90% - 60%) . 3,5 kPa ~ 1 kPa, a cisnienie atmosferyczne nie uleglo zmianie,
wobec tego cisnienie pozostalych skladników powietrza zmalalo o/)"p. Traktujac
suche powietrze jako gaz doskonaly o pewnej sredniej masie molowej, mozemy
napisac równania Clapeyrona dla jednostkowej objetosciV zawierajacej odpowiednio
w poczatkowej i koncowej sytuacjinI i n2 moli gazu:

p'V = nlRT, (p' - /)"p)V = n2RT,

gdzie p' = p - 60% . 3,5 kPa= 98 kPa jest poczatkowym cisnieniem suchego powietrza,
R - stala gazowa. Stad znajdujemy poszukiwany stosunek gestosci:

~ = ~ = p' - /)"p = 0,99.
P2 nI p'
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