
Rozwiazanie zadania M 532.
Co najmniej jede,n z katów wielokata
jest wypukiy. Gdyby bowiem wszystkie
katy byly wklesle, dopelnienie
wielok,\ta byloby tez wielokatem, a to
jest uiemozliwe: wielokat jest zbiorem
ograniczonym.

Niech teraz kat BAC bedzie wypukly.
Jesli przekatna BC nie lezy we wnetrzu
wie19kata, to pewien wierzcholek
(na rysunku oznaczony D d lezy w
trójkacie domknietym ABC. Jesli
z kolei przekatna BDl nie Idy
we wnetrzu wielokata, to istnieje
wierzcholek D, i' Dl nalezacy
do trójkata domknietego ABDl'
Poniewaz jest t.ylko skonczenie wiele
wierzcholków, postepujac w ten sposób
dojd,jemy w koncu do przekatnej BD,,,
lezacej wc wnetrz,u wielokata.

Rozwiazanie zadania F 262.
Na soczewke i jednoczesnie na kulke
pada promieniowanie, kt6rego moc
wynosi

p={31rD',
4

gdzie D jest srednica soczewki.
Promien kulki jest równy promieniowi
obrazu tarczy slonecznej, który wynosi
r = aF /2; F OZnac.7.3 ogniskowa.
soczewki. Kulka nie tylko pochlania
padajace promieniowauie, ale tez. sarna
je wypromieniowuje. Zgodnie z prawem
Stefana-Boltzluanna wyprOI!lieniowana
moc wynosi

, •. a2 F2p = O'T ,41r' __ o
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gdzie O' = 5,67, lO-s W /(m2Kt)
jest stala Stef,!na - Boltzmanna,
Poszukiwana temperature znajdziemy
z bilansu energii padaj acej
i wypromieniowanej

{31rD1 t a2F1--- = aT 41r ---o
4 4
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T = d.-L (E.)' "" 1,7, 103 K.40'a F

Rozwiazanie zadania M 533.
Wynika to z zadania 532. Podamy
jednak inny dowód.
Proste, zawierajace boki wielokata,
dziela plaszczyzne na obszary 'l'ypukle
(kazdy z nich jest czescia wspólna
pólplaszczyzn). Kar,dy z nich lezy albo
calkowicie wewnatrz, albo na z.ewnatrz
wielokata. ObS?,ary lezace wewnatrz
daja w sumie caly wielokat, a same sa
wielokatami wypuklymi, które mozna
bez trudu podzielic na trójkaty.

Co to jest liczba rzeczywista

Dr hab. Marek KORDOS

Pierwszy artykul pierwszego numeruDelty to Czy liczby rzeczywiste sa naprawde
rzeczywiste ? Romana Sikorskiego. Mozna sie z niego dowiedziec bardzo wiele

. o liczbach rzeczywistych, ale gdyby szukac tam odpowiedzi na pytanie, co to
takiego te liczby, to okaze sie, ze liczbami rzeczywistymi sa obiekty spelniajace
aksjomatyke Richarda Dedekinda. To, oczywiscie, prawda, ale trudno sobie
wyobrazic, ze przez ponad dwa tysiace lat uprawiania matematyki do czasów
Dedekinda liczba rzeczywista byla pojeciem metnym i wszystko, co o niej
wiedziano, bylo tylko intuicyjne.

Dirk J. Struik w IKr6tkim zarysie historii matematyki pisze, ze Dedekind
dokonczyl tylko prace Eudoksosa. Spróbujmy wiec zapoznac sie z tym, co zrobil
Eudoksos. Dokonanie, o którym pisze Struik, jest znane jakoEudoksosa teoria
proporcji. Mozna sie zdziwic: cóz ciekawego moze byc w teorii proporcji -
przeciez wszystko da sie wyprowadzic ze znanego juz czwartoklasistom prawa,
ze "iloczyn wyrazów skrajnych jest równy iloczynowi wyrazów srodkowych". Ale
taki poglad jest sluszny tylko przy zalozeniu, ze mamy do czynienia z proporcja
liczb rzeczywistych. Tymczasem Eudoksos takimi liczbami nie dysponowal. Co
wiecej, wlasnie jego teoria proporcji wprowadzila to pojecie do matematyki, a za
jej posrednictwem do przyrodoznawstwa. Zacznijmy wiec od poczatku.

Jest powszechnie wiadome, ze' pitagorejczycy twierdzili, iz wszystko jest liczba.
Wiadomo tez, ze ich osiagniecia dotyczyly glównie geometrii, a nie liczb.
Te dwie informacje nie sa sprzeczne - liczby wydawaly sie pitagorejczykom
dlatego wazniejsze, ze byly mniej zrozumiale. I, jak kazdy taki obiekt,
dawaly pozywke nie tylko intelektowi, lecz takze mistycyzmowi. Stad np.
najwazniejszymi liczbami byly 1, 2, 3 i 4. Powód stanowilo stwierdzenie, ze
jeden punkt wyznacza miejsce, dwa punkty - prosta, trzy - plaszczyzne, a cztery
- przestrzen. Nie byloby to jeszcze specjalnie mistyczne, gdyby nie uzyskiwane,
stad wnioski (co chyba lepiej byloby napisac w cudzyslowie). Pierwszy nie jest
jeszcze ta~ bardzo naciagany: dlatego liczyc nalezy w systemie dziesiatkowym
(bo 10 to suma najwazniejszych liczb). Drugi wniosek jest juz bardzo watpliwej
natury: istnieje pod Ziemia zupelnie do niej podobny obiekt Antichton -
powód stanowi zliczenie "wszystkich" obiektów kosmicznych. Wiec zliczmy:
Ziemia, Slonce, Ksiezyc, sfera niebieska gwiazd stalych, Merkury, Wenus, Mars,
Jowisz i Saturn - wyraznie widac, ze jednego brakuje. I, prosze pamietac,
wszystko to pochodzi od naprawde wybitnych myslicieli. Gdyby ktos chcial
takich ciekawostek wiecej, niech poszuka informacji o liczbach trójkatnych,
pieciokatnych, piramidalnych itp. Zestawienie tego z naprawde godna podziwu
wiedza geometryczna, pitagorejczyków zaskakuje.

Oczywiscie, istnial zwiazek miedzy ich medytacjami arytmetycznymi i
geometrycznymi (jak zreszta i dwiema jeszcze godnymi medytacji dyscyplinami
- astronomia i muzyka). Liczbe w geometrii reprezentowal odcinek (pomysl
naturalny - my dzisiaj robimy podobnie poslugujac sie osia liczbowa).
Wyniknely zreszta z tego niepokonalne dla pitagorejczyków klopoty - odcinki
moga byc niewspólmierne, a to nie powinno m:iec, ich zdaniem, miejsca. Gdyby
jednak klopot polegal tylko na tym, pewnie w koncu jakos by sobie z tym
poradzono. Drugi klopot byl powazniejszy. Chodzilo o to, jak zwiazac z liczbami
inne pojecia geometryczne (np. pole, objetosc, rozwartosc kata) czy fizyczne
(np. ciezar),dla których nie istnieje sensownie okreslony, odpowiadajacy im
odcinek. Te wlasnie trudnosc pokonal uczen Platona - Eudoksos.
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Rozwiazanie zadanin F 268.
~rednica plamki w ognisku jest rzedu

~F= A.
D

Przyspieszenie elektronu spowodowane
jest skladowa elektryczna (polem
elektrycznym E) promieniowania
lasera. Kor.cowa preJkoM, jaka
powinien osiagnac elektron. aby jego
energia kInetyczna wynosila ~ r.1..(Jc2,

otrzymamy z:

moc2 2

V1- {12 = 2m,.c ,

skad'"

gdzie c jest pred',o,' ia swiatla. Tak
wiec srednia predkosc e1ekll'Onu
powinna byc bliska v = c/2. Poniew'az
przyspieszenie zachodziw czasie
okolo T / 4 (T jest okresem drgan
pola elektrycznego), wiec przebyta
pnez elektron droga jest równa okolo

t· f = t, co je~t mniejsze od rozIniaru
ogniska. Oszacujemy teraz wielko$'c
przyspieszajacego polaE:

4c _ 4c2 ~ cET- T ~mo
.,

E 4moc'""---
AC

Stad potrzebna nv)c lascnL wyniesie
16eom2c' ,

P"" (eoE')cA' "'" """ 1010 W.C'

Rozwiazanie zadania M 684.
Dla n = l nie ma obszarów
ograniczonych.
Zal6zmy teraz, ze dlak pn.,stych jest

me wiecej niz t(k - l)(k - 2) obszar6w
ograniczonych. Nastepna. (k + l)-sza
prosta daje co najwyzej k -- l nowych
ob~zar6w ograniczony('h: jt·st nie wiecej
niz k punkt6w przeciecia z p<.>zostalymi
prostymi, czyli nie wiecej niz k - 1
0<Jcink6w. kt6r~ moga byc brzegami
obszar6w ogt'aniczouych.

W sumie dostajemy nie wiecej niz

t(k - l)(k - 2) + (k - 1) =
=(k-1)(t(k-2)+1)=
= tk(k - l) obszar6w ograniczonych
dla k + l prostych. To konczy dow6d.
Uwaga, Mozn" wykazac, ze dla
kazdego n ::::1 istnieje n prostych,

kt6re daja. t(n - 1)(n - 2) obszar6w
ograniczonych.

Proporcje, o których mówi jego teoria, nie sa relacjami miedzy liczbami - w
poczatku czwartego stulecia p.n.e., z podanych wyzej powodów wolano o nich
nie mówic (radykalisci glosili nawet, ze liczby. nalezy zostawic kupczykom, ze sa
one niegodne zainteresowania filozofów). Eudoksos okresla proporcje dowolnych
wielkosci. Podaje mianowicie scisla definicje sytuacji, gdy dwie wielkosci
jakiegos rodzaju tworza, reprezentuja te sama proporcje co dwie wielkosci innego
rodzaju. Definicja ta jest nastepujaca:

A a
B - {3'

gdy dla dowolnych liczb naturalnych m in prawda jest, ze

jesli mA < nB, to ma < n{3,

jesli mA = nB, to ma = n{3,

jesli mA> nB, to mo:> n{3.

Jak widac, do stwierdzenia, czy wielkosciA i B tworza. te sama proporcje co
wielkosci a i {3,wystarcza porównywanie wielokrotnosci wielkosci tego samego
rodzaju. Mozna np. wziac' jakoA i B jakies bryly, jakó zas a i {3jakies katy i do
stwierdzenia, czy tworza one jednakowe proporcje, nie bedzie trzeba porównywac
bryl z katami.

Równe proporcje tworza, wedlug Eudoksosa, liczbe. Jezeli jako wielkosc
znajdujaca sie (mówiac dzisiejszym jezykiem) w mianowniku wezmiemy uznana
przez nas za jednostkowa wielkosc danego rodzaju (w powyzszych przykladach
np. szescian o krawedzi 1 i kat prosty), to tym simym przypórzadkujemy
wielkosci znajdujacej sie w liczniku liczbe - wlasnie proporcje. Tym sposobem
obok formalnej, podanej wyzej definicji liczby (bede juz pisalrzeczywistej,
bo tak liczby Eudoksosa póz"niejnazwano), mamy jej nieformalne, ale bardzo'
przejrzyste okreslenie - liczba rzeczywista to kazdy mozliwy wynik mierzenia.
Okazalo sie, ze wszystkie wielkosci, które mozna mierzyc, mierzy sie tymi
samymi liczbami. Fakt dla nas tak oczywisty, ze az niedostrzegalny. Ale prosze
sobie wyobrazic przyrodoznawstwo bez tego udogodnienia.

Jeszcze jedna interesujaca wlasnosc definicji Eudoksosa. Jak latwo zauwazyc,
dwie proporcje, dwie liczby rzeczywiste sa równe, gdy maja dokladnie takie
same przyblizenia wymierne (faktycznie latwo zauwazyc, które ;;. przyblizaja
proporcje z dolu, a które z góry i ze obie proporcje sa przyblizane tak samo).
Utozsamienie liczby rzeczywistej ze zbiorami jej dolnych i górnych przyblizen
jest rozwiazaniem, które nie tylko rozwiazuje klopoty pitagorejczyków z
niewspóhniernoscia (czyli niewymiernoscia), lecz takze odpowiada praktyce
mierzenia (kazdy bowiem wynik pomiaru jest z koniecznosci liczba wymierna).

Wyniki Eudoksosa umozliwily znaczny postep w badaniach matematycznych.
Tego zdania sa np. Euklides i Archimedes, którzy w swoich pracach chwala
te rezultaty i nieustannie z nich korzystaja (dla chronologii - Euklides
byl mlodszym kolega.Eudoksosa z Akademii Platonskiej, Archimedes byl
kilkadziesiat lat mlodszy i, oczywiscie, ich nie znal). Wydaje sie, ze takim
autorytetom mozna uwierzyc.

Czy rzeczywiscie Eudoksos zrobil wszystko, a Dedekind reszte? Jest to juz
sprawa, w której kazdy moze miec wlasna opinie. Warto moze jeszcze dodac,
ze wykazanie, iz proporcje spelniaja (mówiac dzisiejszym jezykiem) aksjomaty
ciala, mozna znalezc wElementach Euklidesa, ksiega piata.

Jesli przyjmuje sie liczby rzeczywiste za mozliwe wyniki mierzenia, to powstaje
pytanie - jak mierzyc. Eudoksos i tu zaproponowal sposób - nazwano go
metoda wyczerpywania. Te z kolei prace Eudoksosa "dokonczyl" Lebesgue, ale o
tym innym razem.
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