
Deterministyczny chaos

Dr hab. Ryszard KUTNER

Interesowac bedzie nas zachowanie
chaotyczne uklad6w, w kt6rych nie
nastepuje rozpraszanie energii, czyli
nie ma strat na rzecz otoczenia
w wyniku tarcia, promieniowania itp.
lnnymi slowy, mowa bedzie o chaosie
w ukladach, dla kt6rych umiemy
podac energie potencjalna i kt6rych
calkowita energia jest stala ruchu (sa to
tzw. uklady hami1tonowskie).

Wiekszosc z nas zapewne ma gleboko zakorzenione, a wyniesione prawdopodobnie
jeszcze z dziecinstwa, intuicyjne wyobrazenie o chaosie jako o olbrzymiej zbiorowosci
nieprzewidywalnych zdarzen. Nieprzewidywalnych, poniewaz nie umiemy zglebic ich
przyczyn - mamy zbyt malo informacji o stanach ukladu baciz tez ich mnogosc nas
paralizuje. Gdybysmy jednak zdobyli owa wymarzona, pelna wiedze o stanie ukladu
i, co wiecej, umieli sobie z nia poradzic, wówczas, stojac na gruncie fizyki klasycznej,
nasze zdarzenia przypadkowe zmienilyby sie, jak za dotknieciem czarodziejskiej rózdzki,
w zdarzenia w pelni okreslone. Umielibysmy z cala pewnoscia przewidziec los naszego
ukladu, a tym samym zniknalby chaos. Jednakze sama mnogosc obiektów tworzacych
dany uklad nie jest jedynym powodem wprowadzenia praw statystycznych i nie o takim
chaosie chcemy tutaj mówic.

Rozwazmy uklad o niewielkiej liczbie stopni swobody, zlozony z trzech polaczonych
oscylatorów anharmonicznych. Uklad ten przedstawiony jest na rysunku 1, gdzie
podana jest równiez postac sily wywieranej przez masej + 1 na masej oraz równanie
ruchu dowolnej masy. Postac sily jest dobrze znana tym, którzy zapoznali sie
z poprzednimi artykulami z tego cyklu(Delta 9/1988 i Delta 11/1988), w których
ukazujemy niezwykle konsekwencje paradoksu Fermiego - Pasty - Ulama,
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Pojecie chaosu mozemy wprowadzic równiez dla zdarzen typu rzucania kostka do
gry lub moneta. Przyjrzyjmy sie przez chwile tego typu zabawom. Trzymajac kostke
czy monete mozemy powiedziec, w doslownym znaczeniu tego slowa, ze warunki

~:m :*6H~t;M:;~H~MMAt: poczatkowe, jakie narzucimy ukladowi, sa w naszych rekach. Mimo to minimalna,
~~::1:*';~~';~uu***uu*: niezauwazalna przez nas ich zmiana powoduje, ze rezultaty koncowe rzutu moga sie
§~S:~$~~:~=:~~n~~~e::~~:~5 róznic drastycznie. Mówimy, ze mielismy, albo tez nie, szczescie w grze. Jak widac,
~~P~{~",":S:;:\"f~i~",ET~.!.:~)/:lee"'0 mala zmiana przyczyny moze powodowac zupelnie odmienne skutki, a tym samym
E~l~f.:l:~="; FN Z 'El wynik koncowy jest trudny do przewidzenia. Mozemy mówic o nim, ze jest dzielem
!gP~~<~~~ 'i:ln+~El:'.2="; 1.)2 przypadku. Ale przeciez ruch kostki (czy monety) calkowicie opisuje sie klasycznym
.:~eu;-:l;;'.:';f,;1l':~~'iP~~':;;;;'f.~+2* równaniem ruchu Newtona. Tak wiec z3.równo przypadek, jak i chaos moga bycu2*u8*u;;2'/:;3
Jb !f:Ss :l~~ > ,'" OR p:l2 < '" THEN zdeterminowane, tzn. w pelni okreslone przez calkowicie deterministyczne równania
~gN~:l:;~~~o~~~; e u"="; F'tU~' ruchu. Na tym wlasnie polega paradoksalnosc tej sytuacji.
PR:I:NT "PrEtdkOSc. p:l.=";FN Z(p

:l)

PRINT ':p " ad koSc p "=" ; FN z~) Paradoksalnosc tego typu sygnalizowali juz na poczatku biezacego stulecia Poincare,
LET T=lp:l.*p:l.+p2*p3)/S!:
PRINT ..Ene'·g; .•..• +~~';t~"'!t~.;:; Einstein i kilku innych uczonych. Jednakze bylo to w czasach, gdy spolecznosc
LET V::t:(u1.*,u:l+L1e*u8+SHf-u:l.*LI:1.*. ~ • ,..
PRINT "En~;'!gr,;u~6~~~~~~n~~ fIZykow zajmowala sie budowaniem mechaniki kwantowej i sugestie te nie wywarly
PRINT FlT "i."';:: (~:~~'!~~)z,\;-" wówczas wiekszeg'o wrazenia Powrót do tych idei zwi"zany J'est z tzw. eksperymentami" "dOl\IQ ln':,l '" law 1 5%) ••• ~

~:1::;S:;;i':'':':2C,=S P,''''dkOSc;" komputerowymi wykonanymi pod koniec lat 50. i w pierwszej polowie lat 60. przezpotowle ple~wsza90 prze-

dZ; .•tu c"',,"u t f' k' .. G C t l [1] t' M H'RE"' u i , u" - Po t oZ e n •.• " as ro IZY ow: najpIerW przez . on opou osa , a nas epnle przez , enona
wcze:Snle,Jsze:

REHqi.,,:2 - potozen~~'uHne i C. Heilesa [2]. Ponadto, na poczatku lat 70, G.H. Lunsford i J. Ford[3] pokazali, ze
REM x:1, x;2 - Po t o z e n;i,.al , •.• a

LET d' =. i, REM E l ~~~:::t i~~~e rownama badane przez astrofizyków sa po prostu równowazne ukladOWI sprzezonych
LET 'k =i"'ee~ ,;z~~f!'/~~lt ~~~I~.•oscylatorów nieliniowych (takich J'ak rozwazane J'uz przez nas w pierwszym odcinkullczba k.okOw czaSOWYCh .

El§:1;! """'=i"'" REM ."",esu" .• niniejszego cyklu -Delta 9/1988). Tutaj zajmiemy sie przede wszystkim odtworzeniem. pocz~tek OSl pOZlomeJ

~:: ::~H~~~~r:~~~~H~~~"eJwyników pracy Henona i Heilesa, w której dokonali interesujacego odkrycia.s ka lI..IJa.cy

LET ~i~lG~;;~':'~~~';:;angl'"" Henon i Heiles badali metoda symulacJ'i komputerowych klasyczny uklad o niewielkieJ'LET Sp'2=S92: REM Czynn i lt.
" k.• l u " 'te '" p; ono" ••. oS p:2l' b' t ' b d d ' k' k .. t l . k'

E~1;! "i =P'i -d' 'u i * '" *u" +i) ,'" ' ICZIe S opnl SWOO y z za anymI warun amI poczat owymI l us a onymI wa.run amI
tl§::t ~:!;~~:!;:~t?\i02*(C':2-i~:;:n~ brzegowymi, w pelni opisany klasycznymi równaniami ruchu Newtona. Jak

H~~~~~:;~";:~;::r" wiadomo, równania te nie zawieraja zadnych elementów przypadkowosci i sa w pelni
i"i~ [~~~~','P~~M,;> $; ;';jk~NT .. 4", deterministyczne. Otóz, pomimo tego badany uklad zachowywal sie chaotycznie.
46'" :;:nr:J:;: :;~~r:J:;:PRINT Jego trajektoria w przestrzeni stanów byla przedziwnie poplatana. Bylo to odkrycie,
4-90 ~§i~i= ~;:;~NeR:rNT PRINT , " ••••••5"'''' PRINT PRINT , PRINT ..-4" ktore ka.zalo na nowo przemyslec takle pOJeCiaJak przypadek, chaos, determInIZm
5 i'" PRINT , PRINT 'rFlB "'''';'' > ••• (8 h" d l l ' .. h d .,. l u5"'" PP INT TFlB 8;" -4" ; ."FlB i!':'; "'''; Itp. zersze, c oClaz na a popu arne, omOWIenie tyc zaga men mozna zna ezc
:~: ::~~:::: :::::,:::;:7~,~:'!b.:2" np. w ksiazce G. BialkowskiegoStare i nowe drogi fizyki. U zródel fizyki wspólczesnei,

i~~~~~:;:-~g~~ g~~t:~~'J:7~ rozdz. 11, Biblioteka Wiedzy Wspólczesnej, Omega tom 361, Wiedz,a.Powszechna,
55121 FOR J =4. TO :3:2 STEP :2 W 1980 )590 PLOT 7*J+t3,:J.9: DR~W 0,3 arszawa .
60121 NE><T J6:10 REM
~3~ F'='~c.6T"--i'J;'~'7i5+g-''''bR~W ". e W niniejszym artykule podajemy program komputerowy odtwarzajacy wspomniane640 NEXT J

~g~ :;E8T ,,~"'+s,,"*u"'''P'''+SP2*P2 fundamentalne eksperymenty komputerowe Henona i Heilesa. Mamy nadzieje, ze
:§;~~,tH (;~,f. ±:~i:f. ~:f. ~~~~u i *u H przedstawione rezultaty sa na tyle intryguJ' "re i interesuJ' "re iz zacheca Was dou2-2*u2*u2*u2/'3)/2 ~~ ~,

~~~ ~~~N!f~;1;-i=V i, ""; ..E=" ; FN Z (E) samodzielnego eksperymentowania i rozmyslan.
720 REt-1 Dynamika
730 FOR. t=1 TO tk

740 LET x;2 =2 *a2 +~ 1r~~!i~ff ~;]~Troche teorii750 LET x1=2*q1-dt*dt*q:l.*(2*
I q2+1) -u:l.

760 LET p1=(x:!.-u:!.)/(2*dt)

~~~ ~~:~~~;~~~~~~~~(5~d~i<0
790 PLOT Sq0+5q2*q2,sp0+sp2*p2
800 LET T=(P1*P1+P2*pe'/2
8:10 LET V=(q:l.*Q1+q2*q2+2*q1*

q1*q2-2*q2*q2*q2/3) /2820 L-ET E=T+V
630 PRJ:NT ~T :1.,25;" ..
84\Z1 PRINT AT :L, 23; o'E="; FN Z(E'
850 GET u2=q2: LET u:l.=q:l860 LET q2=x2: LET 'q.:l=x:l870 NEXT t .
860 STOP
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gdzie kropki oznaczaj a, jak zwykle, pochodna wzgledem czasu,
natomiast silaF dana jest wzorem

F(z) = z - uz2•

W powyzszych wzorach oznaczylismyz = Uj+l - Uj, j = 1,2,3, przy
czym Uo = UJ i u, = Ul_

dla j = 1,2,3,

"j(t",)-Uj (t"'_l)
At

""t

= F (uj+dt",) - Uj(t",)) - F (Uj(t",) - Uj-l (t",))

Rys.l. Trzy nieliniowe oscylatory (masy powiazane sprezynkami nie
spelniajacymi prawa Hooke'a) polaczone w plaski uklad. Wychylenia
kolejnych mas z ich polozen r6wnowagi oznaczono odpowiednio przez
Ul, U2 i U3_ Równania ruchu mas, zapisanew formie róznicowej, luaja
nastepujaca postac

Uj(t",+l)-ui(t",)
At
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Równania ruchu tych oscylatorów mozemy znacznie uproscic przeprowadzajac
zamiane zmiennych. Postepujac tak jak Lunsford i Ford, otrzymamy równania ruchu
w nastepujacej postaci:

iit = -ql '- 2qlq2,

i12 = -q2-q12+q22.

Spr~bujcie sami swoich sil w rachunkach dzialajac kilkuetapowo. Najpierw przechodzimy do
nowych zmiennych ej, j = 1,2,3, gdzie

3

Uj =~Ajkek'
k=l

a

[ '*
[Ajk] = -Vj" o

1 1
76 -72

w zmiennych ej r6wnania ruchu przybieraja nastepujaca postac:
73]~.
73

b

4
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Równania tej postaci otrzymali Henon i Heiles analizujac trójwymiarowy ruch
gwiazdy w galaktyce majacej symetrie walcowa. (Prosze przy okazji zwrócic uwage na
wspaniala intelektualna wolte: z jednej strony anharmoniczne oscylatory, z drugiej -
galaktyki pelne gwiazd.)
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Powyzszy uklad dwóch równan nieliniowych mozna rozwiazac metoda ekstrapolacji
parabolicznej (o tej metodzie mozecie przeczytac takze wKaciku Fizyki

Komputerowej nr 5, Fizyka w Szkolenr 3/1988). Zalaczony program komputerowy
znajduje rozwiazanie w glównej petli zatytulowanej "Dynamika", miedzy liniami 730
i 870. Prosze zauwazyc, ze zastosowano nastepujace oznaczenia:xj = qj(tn+J),

qj = qj(tn), uj = qj(tn-d, j = 1,2. Ponadto wprowadzono pomocnicza zmienna
pj = aj(tn).

.~.> p21' [*0.:l.J E-.0e:35

Najwazniejsze wyniki

Rezultaty obliczen mozna obejrzec na rysunkach 2, 3 i 5. Otrzymano je dla trzech
róznych wartosci calkowitej energii ukladu .
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Rysunek 2 przedstawia ciag trzech kolejnych ujec migawkowych, pokazujacych,
jak powstaje zbiór punktów utworzonych przez przeciecie jednej trajektorii fazowej
w przestrzeni trójwymiarowej (ql',q2,a2) z plaszczyzna (0,Q2,a2), przy zalozeniu, iz
w tych punktach predkoscal > O. Tego typu konstrukcja (patrz rysunek 4) nosi juz
dzisiaj nazwe mapy Henona - Heilesa i takiej tez nazwy bedziemy odtad uzywac .
Punkty ukladaja sie na regularnej krzywej, chociaz zarówno ich zgeszczenia, jak
tez kolejnosc pojawiania sie maja nieco chaotyczny charakter. Inna tego typu mape
przedstawiono przykladowo na rysunku 3.
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.RysA. Definicja mapy Henona -
Heilesa jako zbioru punktów'trj
(j = 1,2,3,4, ....), dla których al= O
oraz al > O. (Nie jest to calkiem
scisla definicja, bowiem wymaga
jeszcze zdefiniowania przeksztalcenia
transformujacego dowolny punkt'trj
w nastepny 'trj+l. Mozna by je
tutaj wprowadzic, wymagaloby to
jednak calego szeregu wyjasnien.
Wprowadzimy je dopiero w jednym
z nastepnych artykulów z tego cyklu
(przy okazji omawiania problemu
bifur kacj i) .
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Rys.5

Spróbujcie pobawic sie zalaczonym programem poszukuja,c coraz to innych map
Henona - Heilesa, w szczególnosci odtworzyc dziwne rezultaty przedstawione
na rysunku 4, które stanowia centralny punkt niniejszych rozwazan. Na czym wiec
polega znaczenie tych rezultatów?

Otóz, powyzej pewnej energii progowej pojawiaja sie orbity chaotyczne (zwane tez
stochastycznymi lub ergodycznymi). Jak widac na rysunku 5, mapa Henona - Heilesa
takich orbit sklada sie ze zbioru (niemal) chaotycznie rozrzuconych punktów. Rysunki
5a, 5b i 5c obrazuja powstawanie orbity chaotycznej. Na tych rysunkach widac równiez
i biale plamy. Tam moga byc nastepne orbity. Jedna z nich pokazuje przykladowo
rysunek 5d. Nie ma ona charakteru chaotycznego. Spróbujcie sami zbadac pozostale
"podejrzane" miejsca. A moze przeprowadzicie eksperymenty komputerowe dla
wiekszych wartosci energii? ZwróCcie uwage, ze wtedy obszary chaotyczne zwiekszaja
sie kosztem zajetych przez orbity regularne .

Przed;>tawione tutaj rezultaty zadomowily sie ju.z na dobre w fizyce, dajac impuls
do nowego spojrzenia na zagadnienia zwiazane z chaosem. Pragne w zakonczeniu
.podkreslic, ze w szkole, jak tez na studiach, uczy sie ze zrozumialych wzgledów przede
wszystkim rozwiazywalnej (calkowalnej) mechaniki k\asycznej, prawie zapominajac
o tych zagadnieniach, które nie maja prostych rozwiazan. Innymi slowy, nie dyskutuje
sie olbrzymiej mnogósci problemów niecalkowalnych. A przeciez masowa juz dzisiaj
obecnosc komputerów otwiera przed nami unikalna mozliwosc analizowania, np. na
drodze symulacji komputerowych, wlasnie problemów niecalkowalnych. Artykuly z tego
cyklu maja, miedzy innymi, za zadanie przyblizyc Wam te filozofie. Mysle, nie bedac
chyba odosobniony, ze rola eksperymentów komputerowych· we wspomaganiu badan
nad ukladami niecalkowalnymi bedzie systematycznie rosla.
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