O odkryciu i wprowadzeniu do
uzytku liczb rzeczywistych pisalem
w Deleie 2/1989,

Kwadrat jednostkowy r dziurka

w kaidym punkcie o obu wepéirzednych

wymiernych nie ma pola w sensie

takiej calki. Prayblifenie gérne jest nie
mniejsze od 1, a dolne — dokladnie 0.

W sensie Lebesgue’a opisany
poprzednio kwadrat ma pole 1, bo

tyle wynosi kres dolny pél jego pokryé

whrzyswoitymi” figurami.
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Calka Eudoksosa

Dr hab. Marek KORDOS

Od momentu, gdy ludzie zaczeli by¢ przekonani, ze za pomoca, liczb mozna opisywaé
wazelkiego rodzaju wielkodei i gdy wiasnodci liczb nadajacych si¢ do takiego opisu
zostaly ustalone, powstal problem, jak w praktyce przyporzadkowywaé wielkoéciom
liczby. Czyli — jak mierzy¢.

Dzié teoria mierzenia miedci sie w dziale matematyki zwanym funkcje rzeczywiste,

a podreczniki o takim tytule maja zazwyczaj dwie czeéci: teorie miary i teorie

calki. Jest tu mowa o tak zwanych calkach oznaczonych, czyli obliczeniach miar
obszaréw opisanych danymi funkcjami. Uzywane przez nas calki sa (przewaznie) dwéch
rodzajow.

Pierwszy z nich (wypracowany przes licznych matematykéw przelomu XVI

i XVII wieku, takich jak Kepler, Torricelli, Barrow) zostal skodyfikowany przez
Newtona i Leibniza. Kodyfikacja ta byla jednak na tyle niedcisla i intuicyjna, Ze
usywana przez nich calka nosi dzié nazwe calki Riemanna od nazwiska matematyka,
ktéry (200 lat pééniej) podal jej definicje na tyle écista, ze moie by¢ ona uzywana

do dzis. Definicja ta okreéla calke jako liczbe lezaca pomiedzy dwoma zbiorami
przyblizei, a wiec calka ta jest dobrze okreslona, gdy pomiedzy te zbiory moina
,wetknaé” tylko jedna liczbe. Doéwiadczenie wskazuje, ze czesto migdzy dolnymi

i gérnymi przyblizeniami miedci si¢ wiele liczb. W takiej sytuacji calka Riemanna nie
jest okreslona i trzeba albo zrezygnowaé z mierzenia, albo mierzyé jakos inaczej.

Druga powszechnie uiywana catka powstata p6t wieku pésniej (ma tyle lat co nasze
stulecie) i nosi nazwe calki Lebesgue’a (od nazwiska jej twércy). Tu dla ustalenia
wartodci calki uzywa sie juz tylko jednego zbioru przyblizef, ktérego konstrukcja
(specyficzna dla tej calki) gwarantuje sensownos¢ otrzymanego wyniku. Tam, gdzie
okreslone sa, obie calki, otrzymujemy ten sam wynik, niezaleZnie od tego, ktéra z nich
zastosujemy. Wiele jest jednak sytuacji, gdzie caltka Lebesgue’a daje si¢ obliczy¢,
mimo Ze calka Riemanna nie jest ckreslona.

Sa jeszcze inne calki, ale ciekawszym wydaje sig pytanie, jak radzono sobie

z mierzeniem przez 19 stuleci, jakie uplynely od jasnego sformulowania ,,0 co chodzi”
przez Eudoksosa do prac XVI-wiecznych matematykéw.

Odpowied# na to pytanie jest znana. Uzywano wprowadzonej przez tegoi Eudoksosa
metody wyczerpywania, zwanej tez czasami calkowaniem Starozytnych. Robi si¢ to
w nastepujacy sposéb.

Z figury, ktéra chcemy zmierzyé, wyjmujemy czesé, ktérej miare znamy (na ogét
wielokat czy wielodcian), przy czym musi byé ona wigksza od polowy calej figury.
Miarg tej czedci oznaczmy S,. Z pozostaly czedcia figury postepujemy tak samo
otrzymujac Sz, potem S3, S4 itd. Eudoksos twierdzi, ze suma

S1+S2+ 83+ vt Sn
tym lepiej przybliza miare figury, im wicksze jest n, oraz Ze nieskoriczona suma daje
miare figury.

Uzasadnienie jest proste. Zakladajac, Ze mierzona przez nas figura daje sig¢ zmierzyé
i ma miare S, mamy

L
(t) SZSI+Sﬂ+SB+---2E+Z+§+---=S-
Istotnie, pierwsza nieréwnoéé wynika z faktu, e wyjmowalidmy zawsze czeéci mierzonej
figury (i byly one rozlaczne), druga - ie zawsze wyjmowaliémy ponad polowe tego, co
jeszcze bylo, a réwnoéé — to prosta wlasnosé ciagu (postepu) geometrycznego. Tak wiec
we wzorze () wystepuja same réwnosci.

Jak widaé — metoda jest prosta, uiywa tylko jednego zbioru przyblizes (jak calka
Lebesgue’a — choé jest to zupelnie inny zbiér), co wiecej — zbiér ten jest ciagiem.
Moina zapytaé, jak wiele sie traci pozwalajac sobie na takie luksusy.



Twierdzenie Delina moina snalefé
np. w Deleie 11/1084.

To, Ze cof si¢ traci, jest oczywiste — najlepszym dowodem jest tu fakt, Ze w koiicu
opracowano inne, bardziej skomplikowane calki. Warto jednak zauwaiyé, jak wiele
mozna bylo osiagnaé uiywajac calki Eudoksosa. Podam dwa przyklady. Plerwszy

2z nich to tzw. kwadratura paraboli, czyli pierwsze obliczenie pola figury plaskiej
ograniczonej krzywa inna niz lamana lub okrag (autor — Archimedes). Drugi z nich

to obliczenie objetoéci ostrostupa. To moie zdziwié — przeciei kaidy wie, Ze objetodé
ta jest réwna %P - h, gdzie P to pole podstawy, a h — to wysokodé. I po co tu
calkowaé? Prawda jest jednak taka, Ze wzdér ten latwo uzyskaé, jedli wiemy, iz objetoéé
ostroslupa zaleiy tylko od P i h, a nie zalezy np. od ksztaltu ostrostupa. To natomiast,
ie objetodé ostroslupa zaleiy tylko od P i h, nie da sie wykazaé bez uiycia calek
(dowolnego juz rodzaju). Ten zdumiewajacy fakt zostal odkryty dopiero w 1900 roku
przez Dehna. Przedtem dopuszczano, Ze moze to byé tylko powszechna nieumiejetnodé.
Objetoéé ostroshupa obliczyt (metoda wyczerpywania) Euklides.

Kwadratura paraboli

Obliczamy pole figury ograniczonej lukiem paraboli i zamykajaca go cieciwa AB.

Przez érodek cieciwy prowadzimy prosta réwnolegla do osi
paraboli otrzymujac w przecieciu z parabola punkt C. Pole
tréjkata ABC oznaczmy S;. Jest to oznaczenie zgodne

z metoda Eudoksosa, bo styczna do paraboli w punkcie C
jest réwnolegla do AB (Czytelniku ~ dlaczego?) i mierzona
figura miedci sie w réwnolegloboku ABB'A’, gdzie AA’

i BB' sa réwnolegle do osi. A tréjkat ABC to polowa

tego réwnolegloboku, a wiec wiecej niz polowa mierzonej
figury. Wyjmujemy wiec ABC i do obu pozostalych

czeédci figury stosujemy ten sam, co poprzednio, zabieg.
Suma pél tréjkatéw oznaczonych na rysunku kolorem
bedzie naszym S2. Mégl Archimedes, wiec mozesz

i Ty, Czytelniku, sprawdzié, ze pola obu tréjkatéw

83 réwne, oraz e kazdy z nich ma pole réwne % pola
tréjkata ABC (w tym celu wystarczy wykazaé, ze
wysokoéé tréjkata ACD z wierzcholka D jest osiem razy
krétsza od wysokodci tréjkata ABC z wierzchotka B). Jedli
tak, to S = 15, i podobnie S, = S8,-1. Zatem pole
mierzonej figury jest réwne § pola tréjkata ABC, ktére
mozZemy obliczyé tradycyjnie.

Objetoséé czworodcianu

a dokladniej: stosunek objetosei do iloczynu pola podstawy
i wysokoéci jest w kazdym czworodcianie taki sam.
Wykonajmy rysunki dwéch czworoécianéw ABCD

i A'B'C'D'. Oznaczmy jeszcze pola ABC i A'B'C'
przez P i P', a opuszczone na te podstawy wysokodci
przez h i h'. Niech K,L,M,N,O,Q (i tak samo

z primami) beda érodkami krawedzi jak na rysunku.
Wyjmujemy z kazdego z czaworodcianéw dwa
graniastoslupy: KBLNQM i KONLCM (i tak samo
z primami). Ich sume objetodci oznaczmy przez S,

i §]. Sa to oznaczenia zgodne z metoda Eudoksosa, bo
czworodcian NQMD wklada sie przez przesuniecie do
graniastostupa KBLNQM, a AKON do KONLCM
(i tak samo gz primami). Zauwasmy, ze (sprawdi
Czytelniku)
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To, co z czworodcianéw zostalo, to dwa podobne do nich (w skali 1/2) czworodciany.
Powtarzamy wiec poprzednie rozumowanie otrzymujac kolejno

8 _ P-h _S_ 8
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Mamy wiec ostatecznie dla objetodci S i §' naszych czworodcianéw
S _S1+8+S8+.._ Ph
ST Sl+Si+8y+.. PR

Stad

g _ S5

Ph W'
Ustalenie, ze stosunek ten jest réwny akurat 1 3, jest rzecza bardzo prosta (ido
niedawna bylo w podrecznikach szkolnych). Podobme jak uogélnienie na dowolne
ostrosiupy.

Na koniec uwaga: oczywiécie, mozna ogladajac wzér (+*) zauwasydé, ge koficowy wynik
jest do uzyskania bezpoérednio i to rozpatrujac tylko jeden czwo§oécian. Istotnie,

Otrzymuiemy
S1 — 2 . ( 1 ) - S i
2 :

4 1 1
s=3- (zPh) = 31Ph.
Chcialem jednak rachowaé tak jak Euklides.

1
8= ZPh -
czyli

Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 547. Udowodnié, e jesli obwody écian czworodcianu sa réwne, to sciany sa
tréjkatami przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 4

M 548. Szereg 2 a; jest bezwzglednie zbiezny (tj. 2 | 2 | < 00), ponadto dla kazidego
=1

k > 1 mamy Ax = ag + a2 + aag +...=0. Wyka.zaé ze a;=0dlai=1,2,3,...

Rozwiazanie na str. 10

M 549. Wykazal, ze

()= () 3+ () 3+ ()

Rozwiazanie na str. 7
Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 272. Reakcje jadrowe zachodzace w Slodcu mozna badaé mierzac strumiefi neutrin
(v) pochodzacych ze Slofica. Detekcja neutrin jest mozliwa przy wykorzystaniu reakcji
v+ ;101 — e + 1:AI
Sredni przekrdj czynny takiej reakcji wynosi o = 1,4 x 10" *2cm?, Zakladajac, ie Slorice
produkuje N = 3 x 10°® neutrin na sekunde, ocenié, w jakiej masie CCly (czterochlorku
wegla) powstanie w ciagu roku n = 100 atoméw $1Ar. Przyjmujemy, e CCly ]est
naturalna mieszaning izotopéw, w ktérej tylko n = 25% jader chloru to jadra § 7GL

Promief orbity Ziemi wynosi R =1,5-10% km.
Rozwiazanie na str. 1

F 273, Ocenié przekrdj czynny reakcji

a+ 13A1 — i¢Si+p,

jedli wiadomo, Ze po przejéciu czastek a o energii 8 MeV przez aluminiowa tarcze
powstaje n, = 8 protonéw na ne = 10° czastek a. W powietrzu, w warunkach
normalnych czastka o przebiega Ryow = 7,0 cm.

Rozwiazanie na str. 6

W obu zadaniach pojawia si¢ pojecie przekroju czynnego. Przekréj czynny
(oznaczany o) jest miara prawdopodobiefistwa zajécia okreslonej reakcji w czasie
jednej sekundy dla jednostkowego strumienia @ czastek wywohlja,c\ych reakcje

(1 czastka/cm?®s) podzielonego przez liczbe czastek N w bombardowanej prébce.
Liczba czastek n zderzajacych sie w ciagu sekundy wynosi n = No®.
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FIZYCZNE NOWINRKI

Reduguje dr hab. Andrzej HENNEL
ATOMY KOLOWE

Atomarm rydbergowskirm nazywamy atomy
znajdujace sie w bardzo wysokich stanach
wzbudronyeh (patrz Fizvezne nowinki, Delta
10/1986)  Natermast atomy kolowe sa to te
sposréd atomaw rydbergowskich, ktore maja
maksymalng dopuszezalng wartose
calkowitego momentu pedu (1= n-1)
Symbole n | | oznaczajs hezby kwantowe
lumwna 1 pnboczna) w modelu atomu Bohra.
Takie atomy sa obiektarn WYZnaczajacymi
symbeliczng granice migdzy fizyka klasycznag
1 kwantows Wzbudzone elektrony w
atomach kolewych sa znacenie oddalone od
Jadra atomowege Prawdopodobieristwao
znalezierua tych elektrondw jest najwigksze
w obszarze cienkiege torusa (czyli obraczki)
0 Promieniu wyznaczonym przez model
atamu Bohra 1 wynoszacym néag (gdzie ag
Jest tzZw  promieniem plerwsze) orbity Bohra
réwnym 5x10-1'm), Oznacza to, 2e na
proyklad dla n=44 promiers ten wymnosi okole
107, czyli 0,1 pm. Drugs wazna
wlasnoscia atornéw kolowych jest ich
stosurihowo diugl czas zycia, ktory w
zaleznosci od wartogoi liczby kwantowej n
dochodzr do setriych czesei sekundy. Tak
dlugle czasy zycia (przewyzszajace okolo
nulion razy typowe czasy zycia “zwyklych”
standw webudzonych) umozliwiajg
wykinvwanle 2 atomami Kotowyml wielu
interesujacych eksperymentow, Plerwsze
atormny kotowe otrzymane w 1983 roku za
pomoca rezonansowego pobudzania
mikrofalami atomow znajdujacych sie juz
wczesnie | w stanach wzbudzonych, W
gstatnich latach fizyey z Uniwersytetu
imienia Piotra i Marii Curie w Paryzu
zaproponowali niowa, bardzo pomyslowa
metode otrzyvmywania atomdw kolowych w
skrzyzowanych polach elektryeznym i
magnetycenym. Folega ona na gwaltownym
wlaczaniu pula, magnetycznego w trakcie
wylaczania pola elektrycznego, W 1988 roku
inna grupa paryska z Ecole Normale
Supérieure przeprowadzila plerwsze udane
proby otrzvmywania atomdw kolowvch ta
nowa metoda. Atomy litu rozpedzone do
szvbkosel 1500 mys wpadaly w obszar pola
elektryczrieno o natezeniu 200V/em, gdzie
wzbudzane byly najplerw za pomoca
irfipulsowych laseréw krystalicznych ze stanu
2s do 2p, dalej ze stanu Zp do 3d | wreszcie
ze stanu 3d do stanow kalowych o glowne]
liczbie kwantowe] n od 20 do 25. Calodc
uktadu znajdowala sie w elektromagnesie
wytwarzajacym pole do 0,01T. Powstajace
atorny kolowe byly rejestrowane w dalsze)
czescl ukladu, gdzie ulegaly jonizacji w
bardzo silnym polu elektrycznym (ponad
3kV/em). Zastesowana meteda
otrzymywania atomow kolowych ckazata sie
zZnacznie bardziej efektywna od dotychczas
stosowanych | wkrotce planowane sa proby
otrzymania kolowego wodoru, jak | szeregu
mnyeh atornow



