
o odkryciu l wprowadzeniu do
uzytku liczb rzeczywistych pisalem
w Delcie 2/1989.

Kwadrat jednostkowy z dziurka, ,
w ka~dym punkcie o obu wspólrzednych
wymiernych nie ma pola w sensie
takiej calki. PrzybliZenie górne jest nie
mniejsze od l, a dolne - dokladnieO.

W sensie Lebesgue'a opisany
poprzednio kwadrat ma pole l, bo
tyle wynosi kres dolny pól jego pokryc
"przyzwoitymi" figuralni.

Rozwiazanie zadania F ~72. Liczba
atomów argonu UAr wynosi

n=utNCl·<I>,

gdzie t = l rok ~ 3,2· 101s,
NCI - liczba atomów chloru,
<I>= ~ - strumien neutrin na
powierzchni Ziemi. Otrzymujemy

N 41rR2nCl~--- Nut

Wynika sta,d, ze w eksperymencie
nalezy uzyc CCl, w ilOtki równej

p.Ncl lM ~ --' - = ",.Ncl ~ 560 ton,
4 "

gdzie p. jest masa molowa, CCl,.

Calka Eudoksosa

Dr hab. Marek KORDOS

Od momentu, gdy ludzie zaczeli byc przekonani, ze za -pomoca liczb mozna opisywac
wszelkiego rodzaju wielkosci i gdy wlasnosci liczb nadajacych sie do takiego opisu
zostaly ustalone, powstal problem, jak w praktyce przyporzadkowywac wielkosciom
liczby. Czyli - jak mierzyc.

Dzis teoria mierzenia miesci sie w dziale matematyki zwanym funkcje rzeczywiste,
a podreczniki o takim tytule maja zazwyczaj dwie czesci: teorie miary i teorie
calki. Jest tu mowa o tak zwanych calkach oznaczonych, czyli obliczeniach miar
obszarów opisanych danymi funkcjami. Uzywane przez nas calki sa (przewaznie) dwóch
rodzajów.

Pierwszy z nich (wypracowany przez licznych matematyków przelomu XVIiXVII wieku, takich jak Kepier, Torricelli, Barrow) zostal skodyfikowany przez
Newtona i Leibniza. Kodyfikacja ta byla jednak na tyle niescisla i intuicyjna, ze
uzywana przez nich calka nosi dzis nazwe calki Riemanna od nazwiska matematyka,
który (200 lat pózniej) podal jej definicje na tyle scisla, ze moze byc ona uzywana
do dzis. Definicja ta okresla calke jako liczbe lezaca pomiedzy dwoma zbiorami
przyblizen, a wiec calka ta jest dobrze okreslona, gdy pomiedzy te zbiory mozna
"wetknac" tylko jedna liczbe. Doswiadczenie wskazuje, ze czesto miedzy dolnymi
i górnymi przyblizeniami miesci sie wiele liczb. W takiej sytuacji calka Riemanna nie
jest okreslona i trzeba albo zrezygnowac z mierzenia, albo mierzyc jakos inaczej.

Druga powszechnie uzywana calka powstala pól wieku pózniej (ma tyle lat co nasz"
stulecie) i nosi nazwe calki Lebesgue'a (od nazwiska jej twórcy). Tu dla ustalenia
wartosci calki uzywa sie juz tylko jednego zbioru przyblizen, którego konstrukcja
(specyficzna dla tej calki) gwarantuje sensownosc otrzymanego wyniku. Tam, gdzie
okreslone sa obie calki, otrzymujemy ten sam wynik, niezaleznie od tego, która z nich
zastosujemy. Wiele jest jednak sytuacji, gdzie calka Lebesgue'a daje sie obliczyc,
mimo ze calka Riemanna nie jest okreslona.

Sa jeszcze inne calki, ale ciekaWSZy~ wydaje sie pytanie, jak radzono sobie
z mierzeniem przez 19 stuleci, jakie uplynely od jasnego sformulowania "o co chodzi"
przez Eudoksosa do prac XVI-wiecznych matematyków.

Odpowiedz na to pytanie jest znana. Uzywano wprowadzonej przez tegoz Eudoksosa
metody wyczerpywania, zwanej tez czasa~i calkowaniem Starozytnych. Robi sie to
w nastepujacy sposób.

Z figury, która chcemy zmierzyc, wyjmujemy czesc, której miare znamy (na ogól
wielokat czy wieloscian), przy czym musi byc ona wieksz~ od polowy calej figury.
Miare tej czesci oznaczmySI. Z pozostala czescia figury postepujemy tak samo
otrzymujac S2, potem Sa, S4 itd. Eudoksos twierdzi, ze suma

SI + S2 + Sa + ...+ Sn

tym lepiej przybliza miare figury, im wieksze jestn, oraz ze nieskonczona suma daje
miare figury.

Uzasadnienie jest proste. Zakladajac, ze mierzona przez nas figura daje sie zmierzyc
i ma miare S, mamy /

S S S
(*) S > SI + S2 + Sa + ...> - + - + - + ...= S.- -2 4 8
Istotnie, pierwsza nierównosc wynika z faktu, ze wyjmowalismy zawsze czesci mierzonej
figury (i byly one rozlaczne), druga - ze zawsze wyjmowalismy ponad polowe tego, co
jeszcze bylo, a równosc - to prosta wlasnos? ciagu (postepu) geometrycznego. Tak wiec
we wzorze (*) wystepuja same równosci.

Jak widac - metoda jest prosta, uzywa tylko jednego zbioru przyblizen (jak calka
Lebesgue'a - choc jest to zupelnie inny zbiór), co wiecej - zbiór ten jest ciagiem.
Mozna zapytac, jak wiele sie traci pozwalajac sobie na takie luksusy.
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Twierdzenie Dehna mozna znaleU
np. w Delcie 11/1984.

To, ze cos sie traci, jest oczywiste - najlepszym dowodem jest tu fakt, ze w koncu
opracowano inne, bardziej skomplikowane calki. Warto jednak zauwazyc, jak wiele
mozna bylo osiagnac uzywajac calki Eudoksosa. Podam dwa przyklady. Pierwszy
z nich to tzw. kwadratura paraboli, czyli pierwsze obliczenie pola figury plaskiej
ograniczonej krzywa inna niz lamana lub -okrag (autor - Archimedes). Drugi z nich
to obliczenie objetosci ostroslupa. To moze zdziwic - przeciez kazdy wie, ze objetosc
ta jest równa ~p. h, gdzie P to pole podstawy, ah - to wysokosc. I po co tu
calkowac? Prawda jest jednak taka, ze wzór ten latwo uzyskac, jesli wiemy, iz objetosc
ostroslupa zalezy tylko odP i h, a nie zalezy np. od ksztaltu ostroslupa. To natomiast,

. ze objetosc ostroslupa zalezy tylko odP i h, nie da_sie wykazac bez uzycia calek
(dowolnego juz rodzaju). Ten zdumiewajacy fakt zostal odkryty dopiero ,w 1900 roku
przez Dehna. Przedtem dopuszczano, ze moze to byc tylko powszechna nieumiejetnosc.
Objetosc ostroslupa obliczyl (metoda wyczerpywania) Euklides.

Kwadratura paraboli

B'

AP = PB

AQ = OC

CR = RB

Obliczamy pole figury ograniczonej lukiem paraboli i zamykajaca go cieciwaAB.
Przez srodek cieciwy prowadzimy prosta równolegla do osi
paraboli otrzymujac w przecieciu z parabola punktC. Pole
trójkata ABC oznaczmy SI. Jest to oznaczenie zgodne
z metoda Eudoksosa, bo styczna do paraboli w punkcieC
jest równolegla doAB (Czytelniku - dlaczego?) i mierzona
figura miesci sie w równoleglobokuABB'A', gdzie AA'
i BB' sa równolegle do osi. A trójkatABC to polowa
tego równolegloboku, a wiec wiecej niz polowa mierzonej
figury. Wyjmujemy wiec ABC i do obu pozostalych
czesci figury stosujemy ten sam, co poprzednio, zabieg.
Suma pól trójkatów oznaczonych na rysunku kolorem
bedzie naszymS2. Mógl Archimedes, wiec mozesz
i Ty, Czytelniku, sprawdzic, ze pola obu trójkatów
sa równe, oraz ze kazdy z nich ma pole równelipola
trójkata ABC (w tym celu wystarczy wykazac, ze
wysokosc trójkata ACD z wierzcholka D jest osiem razy
krótsza od wysokosci trójkataABC z wierzcholka B). Jesli
tak, to S2= ~Sl i podobnie Sn = ~Sn-l' Zatem pole
mierzonej figury jest równe ~ pola trójkataABC, które
mozemy obliczyc tradycyjnie.

c

A

Objetosc czworoscianu'

(**)

a dokladniej: stosunek objetosci do iloczynu pola podstawy
i wysokosci jest w kazdym czworoscianie taki sam.
Wykonajmy rysunki dwóch czworoscianówABCD
i A'B'C'D'. Oznaczmy jeszcze polaABC i A'B'~'
przez P i P', a opuszczone na te podstawy wysokosci
przez h i h'. Niech K,L,M,N,O,Q (i tak samo
z primami) beda srodkami krawedzi jak na rysunku.
Wyjmujemy z kazdego z czworoscianów dwa
graniastoslupy: KBLNQM i KONLCM (i tak samo
z primami). Ich sume objetosci 'oznaczmy przezSI
i S~. Sa to oznaczenia zgodne z metoda Eudoksosa, bo
czworoscian NQMD wklada: sie przez przesuniecie do
graniastoslupa KBLNQM, a AKON do KONLCM
(i tak samo z primami). Zauwazmy, ze (sprawdz
Czytelniku)

SI _
S~ -

D'

C

D

A

B

To, co z czworoscianów zostalo, to dwa podobne do nich (w skali 1/2) czworosciany.
Powtarzamy wiec poprzednie rozumowanie otrzymujac kolejno

S2 _ p. h _ Sa _ S4, _
S~ - p'. h/ - S~ - S~ - ...
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Mamy wiec ostatecznie dla objetosciS i S' naszych czworoscianów

~ = S1 + S2 + S3 + = Ph
S' Sf + S~+ S~+ P'h' .

Stad
S S'

Ph - P'h"

Ustalenie" ze stosunek ten jestrówny akurat h jest rzecza bardzo prosta (i do
niedawna bylo w podrecznikach szkolnych). Podobnie jak uogólnienie na dowolne
ostroslupy.

Na koniec uwaga: oczywiscie, mozna ogladajac wzór(**) zauwazyc, ze koncowy wynik
jest do uzyskania bezposrednio i to rozpatrujac tylko jeden czworoscian. Istotnie,
otrzymujemy' l

l (1)3S1 = 4Ph, Sn = 2· 2 . Sn-1 ,

czyli

FiZYCZnE nOWInHl

ATOMY KOLOWE

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

Zadania

S = ~. GPh)
Chcialem jednak rachowac tak jak Euklides.

AtomamI rydbergowsklml nazywamy atomy
zn"jdujace Sle w bardzo wysokich stanach
wzbudzonych (patrz FIzyczne nowInki Delta
lOj19H6) NatomIast atomy kolowe sa' to te
sposród atomów rydbergowskIch, które maja
maksymalna dopuszczalna wartoSc
calkOWItego momentu pedu (l= n-l)
Symbole n II oznaczaja lIczby kwantowe
(glówna I poboczna) w modelu atomu Bohra
Takle atomy sa obiektamI wyznaczajacymi
symbolIczna granICe mIedzy fizyka klasyczna
• kwantowa Wzbudzone elektrony w .
atomach kolowych sa znaCZnIe oddalone od
jadra atom0"Cego Prawdopodoblenstwo
znalez.enIa tych elektronów jest najwleksze
w obszarze cIenkIego torusa (czylI obraczki)
o prom lem u wyznaczonym przez model

atomu Bohra I wynoszacym n2ao (gdZIe ao
Je~t.tz,,'l promlemem pierwszeJ orbity Bohra
równym 5xlO-11 m) Oznacza to, ze na
przyklad dla n= 44 promien ten wynosi okolo
1O-7In, czyli O,1 ~m. Druga wazna .
wlasnoSGia a tomów kolowych jest .ch
stosur,kowo dlugi czas zycia, który w
zale;';no$ci od warto$ci liczby kwantowej n
dochodzi do setnych cZe$ci sekundy. Tak
dlugie czasy Zycia (przewyzszajace okolo
milion razy typowe czasy ZyGia "zwyklY'cb"
stanów wzbudzonych) umozliwiaja
wyk.onywanie z atomamI kOlowymI wIelu
interesujacych eksperymentów. Pierwsze
atomy kolowe otrzymano w 1983 roku za
pomoca rezonansowego pobudzania
mikrofalami atomów znajdujacych sie juz
wcze$niej w stanach wzbudzonych. W
ostatnich latach fizycy z Uniwersytetu
imienia Piotra i Marii· Curie w Paryzu
zaproponowali nowa. bardzo pomyslowa
metode otrzymywania atomów kolowych w
skrzyzowanych polach elektrycznym i
magnetycznym. Polega ona na gwaltownym
wlaczaniu pola, magnetycznego w trakcie
wvlaczania pola elektrycznego. W 1988 roku
inna grupa paryska z Ecole Normale
3uperieure przeprowadzila pierwsze udane
próby otrzymywania atomów kolowych ta
nowa metoda. Atomy litu rozpedzone do
szybk05ci 1500mjs wpadaly w obszar pola
elektrycznego o natezeniu 200 Vjem. gdzie
wzbudzane byly najpierw za pomoca
lrhpu1sowych laserów krystalicznych ze stanu
2s do 2p. dalej ze stanu 2p do 3di wreszcie
ze stanu 3d do stanów kolowych o glównej
liczbie kwantowej n od 20 do 25. Calo$c
uklad u znajdowala sie w elektromagnesIe
wytwarzajacym pole do 0,01 T. Powstajace
atomy kolowe byly rejestrowane.w dalszej
czesci uldadu. gdzie ulegaly jonizacji w
bardzo silnym polu elektrycznym (ponad
3 kVjem) Zastosowana metoda
otrzymywania atomów kolowych okazala sie
znacznie bardziej efek tywna od dotychczas
stosowanych l wkrótce planow;>ne sa próby
otrzyniania kolowego wodoru. jak i szeregu
innych atomów.

l l 1
·-=1+-+ ... +- .

n' ,2 n.~- ...±(:)(;)

l
. 2+

Wykazac, ze

(~) ·1 - (;)

Redaguje dr Rafal STARONSKI

Rozwiazanie na str. 7

M 549.

F 272. Reakcje jadrowe zachodzace w Sloncu mozna badac mierzac strumien neutrin
(1/) pochodzacych ze Slonca. Detekcja neutrin jest mozliwa przy wykorzystaniu reakcji

1/+ ~iCl -+ e- + UAr.
Sredni przekrój czynny takiej reakcji wynosi <1 = 1,4 X 1O-42cm2.Zakladajac, ze Slonce
produkuje N = 3 X 1033 neutrin na. sekunde, ocenic, w jakiej masieCC14 (czterochlorku
wegla) powstanie w ciagu rokun = 100 atom6w ~~Ar. Przyjmujemy, ze CC14 jest
naturalna mieszanina izotop6w, w której tylko T/ = 25%jader chloru to jadra nCl.
Promien orbity Ziemi wynosi R = 1,5 .108 km.
Rozwiazanie na str. l

F 273. Ocenic przekrój~zynny reakcji
et + ~~Al -+ ~~Si+ p,

jesli wiadomo, ze po przejsciu czasteket o energii 8 MeV przez aluminiowa tarcze
powstaje np = 8 protonów na no< = 106 czastek et. W powietrzu, w warunkach
normalnych czastka et przebiega R"OVl = 7, O cm.
Rozwiazanie na str. 6

W obu zadaniach pojawia sie pojecie przekroju czynnego. Przekrój czynny
(oznaczany (1) jest miara prawdopodobienstwa zajscia okreslonej reakcji w czasie
jednej sekundy dla jednostkowego strumieniacf> czastek wywoluja<;.ychreakcje
(1 czastka/cm2s) podzielonego przez liczbe czastekN w bombardowanej próbce.
Liczba czastek n zderzajacych sie w ciagu sekundy wynosin = N<1cf> •.

M 547. Udowodnic, ze jesli obwody scian czworoscianu sa równe, to sciany sa
tr6jkatami przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 4

00 00

M 548. SzeregL:: aj jest bezwzglednie zbiezny (tj. L:: I aj 1< 00), ponadto dla kazdego
i=1 i=l

k ~ l mamy Ak = ak + a2k + a3k + " . = O. Wykazac, zeaj = Odla i = 1,2,3, ...
Rozwiazanie na str. 10
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