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Przypuscmy, ze mamy do rozwiazania nastepujace

Zadanie. Niech dany bedzie uklad równan

allZl + a12Z2 + .. "+ alnZn = O

anlZl + an2Z2 + ... + annZn = O

o wspólczynnikach calkowitych. Wykazac, ze jezeli istnieje liczba pierwszap taka, ze
p dzieli aj;' gdy i =I i (i = 1,2, ... ,n, i = 1,2, ... , n) oraz p nie dzieli aj.
(i = 1,2, ... ,n), to uklad (l) ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach wymiernych,
tzn. ma tylko rozwiazanie (O,O,... , O). '

Znajac twierdzenie Cramera wykazywalibysmy, ze wyznacznik macierzy
wspólczynników tego ukladu jest rózny od zera. A jezeli nie znamy twierdzenia
Cramera? Tym, którzy nie znaja twierdzenia Cramera (i tym, którzy twierdzenie
Cramera znaja), proponujemy rozwiazanie tego zadania wykorzystujace tylko
elementarne wlasno~ci pewnej funkcji okreslonej w zbiorze liczb wymiernych
(o wartosciach rzeczywistych nieujemnych), tzw. normy p-adycznej.

Musimy jednak najpierw zdefiniowac te funkcje (bedziemy oznaczali ja symbolemvp).

Niech p bedzie dowolna (ustalona) liczba pierwsza. Kazda liczbe wymierna (rózna
od zera)

(2) w = ~,
gdzie a, b (b =I O) sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, mozna zapisac
w postaci

(3) w = pk~,
d

gdzie k jest-iiczba calkowita, natomiast c;d sa liczbami calkowitymi wzglednie
pierwszymi, takimi, zep A' c oraz p A' d,

Jezeli w przedstawieniu (2)pla, to k > O, a jezeli pl b, to k < O, natomiast gdyp A' a

oraz p l b, to k = O. Jezeli np.p = 7, wtedy liczbeWl = 2; mozna zapisac w postaci
Wl = 71l, liczbe W2 = l! w postaci W2 = 7°l!, a liczbe Wa = la4: w postaci
Wa = 7-l~. Jezeli liczbaw jest rózna od zera liczba wymierna zapisana w postaci (3),
to przyjmujemy, ze~p(w) = p-k. Dbda,tko,wo przyjmujemy, zeVp(O) = O
(np. V7 ( ~) = l, V7 ( l!) = l, V7 (134) =7). Nietrudno jest udowodnic, ze zdefiniowana
funkcja vp ma nastepujace wlasnosci: '-
(4) vp(a) $ l dla dowolnej liczby calkowitej a,

(5) Vp(WIW2) = vp(WI)Vp(W2) dla dowolnych liczb wymiernychWl, W2,

(6) vp( WI + W2) $max{ vp( wI), vp( W2)} dla dowolnych liczb wymiernychWI, W2,

(7) vp(w) = Owtedy i tylko wtedy, gdyw = O.
Z nierównosci (6) wynika, ze
(8) vp( Wl + W2 + ... + wn) $ max{ vp( wI), vp( W2), .•. , vp( wn)} dla dowolnych liczb
wymiernych WI, W2, ..• , Wn.

Rozwiazanie"-zadania. Niech (bl, b2, ••• , bn) bedzie rozwiazaniem (w liczbach
Wymiernych) ukladu (l). Wówczas zachodza równosci:

allbl + a12b2 +.;. + alnbn = O

a21bl + a22b2 + ... + a2nbn = O

an1bn + an2b2 + ... + annbn = O

Niech q. bedzie ilorazem, natomiastTi reszta z dzieleniaaii przez p, wtedy
aii = qip + Tj (i = 1,2, ... ,n). Dodajac do pierwszej z powyzszych równosci(p - TI)bl,
do drugiej (p - T2)b2 itd., do n-tej (p - Tn)bn otrzymujemy

(p - TI)bl = (all + p - TI)bl + al2b2 + + alnbn

(p - T2)b2 = a21bl + (a22 + p - r2)b2 + + a2nbn

Jezeli
Dr

Rozvviazanie zadania F 275.
Jak w poprzednim zadaniu sila
rozszczepiajaca wiazke atom6w Li jest
r6wna

Twierdzenie Cramera orzeka, miedzy
innymi, ze uklad równali liniowych
ma dokladnie jedno rozwiazanie,
gdy wyznacznik utworzony ze
wspólczynników- przy niew:iadomych
jest rózny od zera. Jezeli wiec znamy
to twierdzenie. zadany wynik wynika
bezpo€rednio z faktu, iz w rozwinieciu
wyznacznika la'j I dokladnie jeden
skladnik (a mianowicieall .a" ....
.... a•.•.) nie jest podzielny przez p.
Wyznacznik bowiem jest rózny od zera
i rozwiazanie z samych zer jest zatem
jedynym ~~wiazaniem.

dB
F =ma = /lB-,

dx

gdz.iea - przyspieszenie,
skierowane prostopadle do wektora
predko€ci, którego dlugosc wynosi
v = (2Ek ••./m)1/'. Odchylenie atom6w
na ekranie w ciagu czasu przelotu przez
pole magnetyczne tl = LI/V i odcinka
miedzy magnesem a ekranemt, = L,/v
wynosi:

t'
.6. = a~ + atlt, = atl(tl/2 + t,),2

a odleglosc miedzy dwiema wiazkami
na ekranie wynosi 2.6.. Geometryczny
rozmiar obrazu kazdej z wiazek wynosi

D _ D LI + L, + L/2
obr - L/2 .

Na podstawie warunkuDobr < .6.
i L, > LI otrzymujemy

D < /lBdB/dx LLI ~ 0,9 cm.
2Ek' •.
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Wszystkie wspólczynniki przybi (i = 1,2, ... ,n) po prawych stronach równosci (9)
dziela sie przezp. Istnieja wiec takie liczby calkowiteCij (i = 1,2, ... ,n,
j = 1,2, ... ,n), ze

(p - r,,)bn = p(cn1b1 + Cn2b2 + ... + cnnbn) .

Bez zmniejszania ogólnosci mozna przyjac, ze max{vp(bI), vp(b2), .... , vp(bn)} = vp(b I).
Z pierwszej równosci ukladu(la) mamy

(11) vp(p - rI)vp(~d = vp(p)VI.(Cllb1 + C12bz+...+ clnbn).

Korzystajac kolejno z wlasnosci (8), (5), (4) funkcjivp i uwzgledniajac to, zevp(p) = *
oraz vp(p - rI) =1 (bo p nie dzieli p - rl), z równosci (11) otrzymujemy

vp(bd s: !max{vp(cllbd,vp(C12b2),:",Vp(Clnbn)} =
p

= !max {vp( cu)vp(b d, vp( c12)vp(b2), ... ,Vp( cln)vp(bn)} s:
P

l } 1s: - max{ v,,(b1), vp(b2), ... , vp(bn) s: -vp(b1).
P P

Z otrzymanej nierównosci mamyvp(b1) = O.

Poniewaz vp(bI) = max{ vp(bd, v,,(b2), ... , vp(bn)};
wiec vp(h) = vp(b2) = ... = vp(bn) = O.

Stad wobec (7) wynika, zeb l =; b2 = ... = bn = O.

Oto szkic rozumowania bezposredniego,
podobnego do przedstawionego w
artykule. Jezeli nasz uklad r6wnal1
ma rozwiazanie wymierne, to ma tez
rozwiazanie zlozone z samych liczb
calkowitych (wystar"zy pomnozyc
rozwiazanie wynlierne przez wsp6lny
mianownik wystepuja,cych w nim

liczb). Podstawiajac ~ rozwiazanie
do r6wnali ukladu stwIerdzamy,
ze aiiXi, dla wszystkich i. dzieli
sie przez p. Zatem przez p dziela,
sie wszystkie Xi. Z jednorodnosci
ukladu wynika wiec, ze po podzieleniu
rozwiazania przez p otrzymanlY znowu
calkowite rozwiazanie ukladu. Na
mocy poprzedniego rozumowania
zn6w wszystkie wystepujace w nim
liczby dziela, sie przez p, wiec mozemy
je podzielic przez p itd. dowolna
liczbe razy. Zwazywszy, ze uklad
(O, ... ,0) jest. jedynym ukladem liczb
calkowity"h, kt6ry mozna dzielic
przez dana, liczbe dowolnie wiele razy,
otrzymujemy zadany wynik.

(10)

(p - rI)b1 = p(cllb1 + C12bz + + clnbn)

(p - rz)bz = P(C21b1 + C22b2 + + c2nbn)

Patrz w niebo

Nie od dzis wiemy, ze galaktyki grupuja sie w gromadach
galaktyk. Ale co to wlasciwie znaczy? Czy zgrupowania
galaktyk to tylko nasze wrazenie czy fakt obiektywny?

Wyobrazmy sobie, ze na pokratkowa.ny arkusz papieru
(niech tam bedziek kratek) rzucamy losowoN
punktów. Prawdopodobien~two, ze jeden punkt trafi
do okreslonej kratki, wynosi 1/k, a ze nie trafi l - l/k.
Prawdopodobienstwo, ze w tej kratce znajdzie sien

punktów, bedzie proporcjonalne dour (1- t)N-n,
bo jednoczesnieN - n. punktów musi znalezc sie poza ta
kratka. Ale stan taki moze zostac zrealizowany na tyle
sposobów, na ile mozna wybracn elementów sposród
N, czyli (~). Ostatecznie wiec prawdopodobienstwo, ze
w kratce znajdzie sie dokladnien punktów, wynosi

(N) (l)n ( I)N-np(n) =- n k 1- k
Jest to tzw. rozklad Bernoulliego. Przewiduje on, ze
rozrzut (dyspersja) liczebnosci punktów w kratkach
powinien wynosic

uo=VNi(l-i)·
Tymczasem w rzeczywistosci tak byc nie musi. Jezeli
dyspersja obserwowana

u = Vi~(ni - ~r
jest mniejsza od teoretycznej, to oznacza, ze rozklad
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punktów (galaktyk) jest sztucznie wygladzony, jezeli zas
wieksza, to sa dwie mozliwosci: albo realne sa gromady
galaktyk, albo rozrzedzenia miedzy nimi.

Zdawaloby si-e,ze oczywista jest mozliwosc pierwsza
- gromady galaktyk przeciez po prostu widac. Wiele
z nich liczy tysiace czlonków, ma elegancka sferyczna
symetrie i jakby dla zaznaczenia swojej obecnosci jedna lub
kilka szczególnie wielkich galaktyk w centrum. Gromady
galaktyk sa niewatpliwie najwiekszymi "cegielkami" materii
obdarzonymi wyrazna indywidualnoscia.

Ale okazuje sie, ze wszystko zalezy od skali, w jakiej
obserwuje sie rozklad galaktyk. Obecnosc supergromad
(tzn. gromad gromad) galaktyk juz nie jest tak
powszechna, a w jeszcze wiekszej skali z zaskoczeniem
zaobserwowano wyrazne rozrzedzenia. Zauwazono, ze
gromady galaktyk gdzieniegdzie tworza jakby ogromne
wlókna rozmieszczone w niemal pustej poza tym
przestrzeni. Oczywiscie, trzeba pamietac, ze to, co
widzimy na niebie, jest rzutem rozkladu przestrzennego,
a zatem w rzeczywistosci swiecaca materia (gromad
galaktyk) rozmieszczona bylaby w gigantycznych platach
otaczajacych bable pustej przestrzeni (voidy). Calosc
przypominalaby kosmicznych rozmiarów piane.

Sprawa wielkoskalowego rozmieszczenia materii
we Wszechswiecie jest daleka od ostatecznego rozwiazania,
a przyczyna czesciowo tkwi w tym, ze niekiedy jest bardzo
trudno odpowiedziec na pozornie banalne pytanie: co
wlasciwie widzimy - zgeszczenia czy dziury?

dr Tomasz KWAST


