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Roczne om,swienie zada,l. Klubu 44
wraz ze 8zcz('g,slowym regula.minem
i obszernymi cr.ol6wkami z"miescimy
w nast<:pnym. numerze.

Radioaktywnosc jest chyba powszechnie uwaza.na za zjawisko dlugotrwale. Wiemy
przeciez, ze promieniotwórcze preparaty stosowane w medycynie sluza latami,
a. pozbywanie sie radioaktywnych odpadów jest powaznym problemem. Obzuje
sie jednak, ze promieniotwórczosc gra prawdopodobnie jedna z glównych ról w tak
gwaltownym zjawisku, jakim jest wyhuch supernowej.

Jak wiadomo, supernowe zostaly podzielone na dwa typy. Typn to eksplodujace
gwiazdy o duzej masie. Uprzednio na drodze kolejnych reakcji termoj«drowych
doszlo stopniowo do wytworzenia zelaznego jadra, poniewaz zelazo - jako pierwiastek
o naj silniej zwiazanych nukleonach - paliwem jadrowym juz byc nie moze. Jadro
takiej gwiazdy, gdy przekroczy okreslona mase, moze sie juz tylko zapasc pod wlasnym
ciezarem, reszta gwiazdy równiez sie, oczywiscie, zapada i wyzwolona przy tym energia
grawitacyjna powoduje w nastepnej chwili eksplozje, w wyniku której obiekt taki swieci
przez jakis czas z moca miliardów Slonc.Z jadra powstaje prawdopodobnie gwiazda
neutronowa, a otoczka rozplywa sie w paestrzeni.

Inaczej nieco przebiega wybuch supernowej I typu. Ten etap osiagaja gwia.zdy niezbyt
masywne, które nie sa w stanie wyprodukowac zelaznego jadra. U nich synteza
termojadrowa zatrzymuje sie na wytworzeniu wegla lub tlenu, nastepnie gwiazda
dosc lagodnie pozbywa sie warstw zewnetrznych, a to, co zostaje, to bialy karzel.
W samotnosci bialy karzel moze juz tylko powoli stygnac. Jednak bardzo czesto
jest skladnikiem ukladu podwójnego, a wtedy moze pobierac materie od gwiazdy
towarzyszacej. Poniewaz jednak masa bialego karla nie moze przekroczyc 1,4 mas
Slonca (jest to tzw. granica Chandrasekhara), to w kOlicu dochodzi do jego zapadniecia
sie, co jest wstepna fa.za wybuchu supernowej I typu. W ciagu kilku sekund jadro
gwiazdy zostaje wypalone i wytworzona energia rozrywa. gwiazde. I tu rzeC:zniezwykla:
wybuch taki móglby byc niewidoczny! Bowiem materia bialego karla, zwlaszcza
zapadajacego sie, jest bardzo gesta, a wiec nieprzezroczysta. Ab'y swiatlo moglo sie
z jego wnetrza wydobyc w miare swobodnie, musialby spuchnac setki tysiecy razy,
ale wtedy ostyglby tak dalece, ze znowu z zewnatrz nic specjalnego nie daloby sie
zobaczyc.

Teraz dochodzi do glosu radioaktywnosc. Obliczenia modelowe dowodza, ze wsklltek
gwaltownosci kolapsu gwiazdy synteza termojadrowa prowadzi do wytworzenia
jadra zbudowanego z promieniotwórczego niklu 5GNi, który rozpadajac sie nastepnie
na: kobalt i zelazo przez kilka dni ogrzewa rozprezajacego sie bylego bialego karla
z moca usprawiedliwiajaca nazwanie calego zjawiska wybuchem supernowej (I typu).
A dowody na to juz istnieja: linie niklu, kobaltu i zelaza w widmach supernowych
zostaly juz zaobserwowane!
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Skrót regula.minu
Kazdy Uloze u",byla.! ror.wiaz!\nia •.adan z numeru ••w terminie do konca miesi""a
n.+ 3. Szkice rozwiazan ZArni••s•.czamy w numerzen + 4. Mozna nad.yll\C rozwiazania
czterech, trzech. d,!óch lub jednego zada"ia (kaide nn ddzielnej kartce), mor.natv robic
co miesiac lubli dowolnymi przerwami. Ror.wi>v;ania zadalI. z matema.tyki i1, fi •.yki nalezy
przesylac w oddr.ielnych kopertach. umieszczajl\C na kopercie dopi •••k: Klub 44M lut.
Klub "" F. OceniaulY zadania w ska.li odO do 1 z dokladnoscil\ do0,1. Ocene mnor.Y1llY
przez wspólczynnik trudnosci rlauego zadania~WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznar ••a 8um',;0("('11

za rozwiazania t••go zadania. aN - liczbe osóh, które nadeslaly rozwi&ZAnie'cbocby j"dneg<:'
zadania z dauego numeruw dauej konkur"ncji (M lub FI - i tyle punktów otrzymuje
uadsyl<,jl\CY. Po •.gromadzeniu"4 puukt6w-, w dowolnym cz""i" i w którejkolwiek •. ,lw,sch
konkurencji (M lub F), zo.taje on czlonkiem Klubu 4", " nadwyzk" punkt6w je~t. •.a.li<-zar,a
do ponown"go u,.b,ial11. Trzykrotne c•.lonko~two - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy reg11lalllin zostal wy,lrukowauyw !lumen" 1/1989.

101. Izolowana. kula metalowa o promieniu l cm jest bombardowana przez i'zeroki
strumien elektronów o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osiagniety sta.n
równowagi. Jakie sa w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz
natezenie pola elektrycznego przy powierzchni Ikuli?

102. Jednorodna, wiotka lina o dlugoscil i masie m, z zawieszonym na jej dolnym
koncu obciaznikiem o masieM = 5 m, zwisa swobodnie, zaczepiona swym g6rnym
koncem. Wiej~y poziomo ze stala predkoscia wiatr dziala na line sila równa co
do wartosci ciezarowi liny, podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obciaznik jest
zaniedbywalna w porównaniu z jego ciezarem. Jaki ka,t tworzy lina z kierunkiem
pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczyc w sposób prZyblizony metodami
numerycznymi odchylenie obciaznika od pionu.
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Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazatl

zadatl 87(WT=2,72) i 88 (WT=I,57)
z numeru 4/1989

Jerzy Lipkowslcl - Elbl,... ",Olplrt
"romass Wiet@cba. -Ta.'nów 4.:a,40plrt
A.lek.~nder S·urma. - NJf •• k6w 41.57pkt
Piotr Koc,;y1i.kl - Wa.nza.wa. 39,5Tpkt
PIotr Ba.h. - Tonul 33.23pkt
Wojciech Pelaert - Wrocla.w 32.77pkt
Andrzej Borf)w.lci - AleJuc.ndr6w

Kujawski 30.S"'pkl
PraeUl'y"~w GworYI - Cz,.tQchowa. 30,19p.kt
Ja.cek Stelmach - Za.br.zc! 29,4'pln
Ma.chus BQga.cs - P14cs.sw 28.S6pJrt

Pan Lipkowski pO raz drugi pnekroczyl
"" punkty.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1989
Przypominamy tre~c zadan:
93 •. Trzy jednakowe cewki o indukcyjno.ciL, uawini,;te w te sama st,ron<;, polaczono r6wnolegle
w taki sposób, ze wsp6lczynnik indukcji wzajemnej kazdej pary tych cewek jest jeduakowy
i wynosi M. Jaka jest. indukc;yjno§c zast<;pczaLAD ukladu tych cewek?
'94. Rakieta o masie wlasnejM== 4 Mg i poczatkowej masie paliwa m= 7 Mg l'OZPO("zyua
na wysoko~ciH = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzidny lot z pr<;dkoscia poczatkowa
110 = l km/s w kierunku pionowym ku górze. Przyjmujac, z("przez ("aly okresT = 00 s pracy'
silnika jego sila <"laguF == 100 kN jest stala i skierowana pionowo w góre, wyznaczyc zal•.znosc
Pl'<:dkosciv rakiety oraz jej wysokoscih 0,1 czasn i przedstawic jl\ w postaci wykres6w.
ObliclOYcmaksymalna wys,;'koSc. na jak", wzniesi •. sie l·akieta.

98. Z definicji indukcyjnosci zastepczej mamy

[)T L dlaAD = AB--,dt
gdzie UAB jest napieciem miedzy punktami A i E, natomiast le - natezeniem
calkowitego pradu plynacego miedzy tymi punktami.
Z symetrii wynika równosc pr'ldów w 'trzech cewkach:

het) = 12(t) = ls(t) = l(t).

Dla dowolnej cewki, wobec ich nawiniecia w te sama strone, mamy
dl dl

(3) UAB = L dt - 2M dt .
Z przyrównania wyrazen (l) i(3), uwzgledniajacego zwiazek(2), wynika, ze

l
LAB = -(L - 2M).3

W konsekwencji

(2)

94. Równanie ruchu rakiety w przedziale czasut ,E [O, T]
ma postac

d2h(t)
(M + mp(t)) ---;w- = F - (M + mp(t)) g,

gdzie mp(t) jest masa paliwa w czasiet, g -
przyspieszeniem ziemskim (na odpowiedniej wysokosci).

Opór powietrza - wobec bardzo rozrzedzon~j na tych
wysokosciach atmosfery - zostal pominiety. Przyjmujac,
ze w czasie T cale paliwo sie wypala ze stala szybkoscia,
mamy

mp(t)=m(l-?) .
Z analitycznego rozwiazania tego problemu (patrz:
A.K. Wróblewski, J.A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, t.l,

PWN 1984, str. 380-384) wynika.ja nastepujace wzory:

(l) vet) = Vo - gt - uln(l - kt),
(:I u

(2) het) = H + vot - g2' + k((l - kt) ln(1- kt) + kt) ,

gdzie k = (M.t;")T' u = ":' (równe predkosci gazów
wylatujacych z silnika rakiety).
Dla t > T ruch rakiety jest ruchem swobodnym w polu

grawitacyjnym (rzut pionowy).
Ze wzgledu na zaleznosc przyspieszenia. ziemskiego

od WY30kosc1g = (R/(R + h)) 2.9, 8m/s2, gdzie,
R = 6370 km - promien Ziemi, przyjmujemy dla przedzialu

h E [100 km, 200 km] srednia wartoscg = 9,4 m/s2 i ze
wzorów (l), (2) obliczamy Vi = v(90 s) = 1440 m/s oraz
h(90 s) = 201 km. Wysokosc osiagnieta w locie swobodnym

le(t) = 31(t) .

wyznaczamy na. podstawie wzoru(bokh,= vi!(2gd
podstawiajac gl= 9, l m/s2 (srednie g

dla k E [200 km, 320 km]). ,Maksymalna wysokosc, na jaka
wzniesie sie rakieta, jest równahrnu = k(90/s) + (boh)z =
= 315 km. Zaleznosci vet) oraz het) sa przedstawione
na wykresach. Uzyto w nich tylko jednej wartosci
g = 9,3 m/s2, pomimo tego zgadzaja sie one z obliczonymi
wyzej wynikami z dokladnoscia do okolo 0,5%. Predkosc
rakiety poczatkowo nieco maleje, co zrozumiale wobec
F «M+m)g.
W rozwiazaniu numerycznym dzielimy przedzial czasowy

T na n odcinkÓ'.., czasowych bot= T/n i przyjmujemy
ti = ibot, gdzie i= 1,2,3, ... ,n. Mase call<owita rakiety
oraz jej przyspieszenie w chwilit okreslaja WZQry

m •.= M + m (l - i) oraz a•.= ~ - g.n m •.

Oznaczajac srednia predkosc w przedziale czasu[t"-l' t •.]
przez Vi mamy

(F/' ) botVl = Vo + M + m - g 2""' Vi+l = v•.+ aibot
bot

. oraz v(90 s) = Vn + anT'.
Droga przebyta w przedziale czasu[ti-l, t •.] jest,'
oczywiscie, równa (boh). = vibot, mozna jednak równiez
korzystac z za.leznosci(boh)i+l = (bok). + ai(M)2.
Wyniki numeryczne uzyskane dlan = 70 (z uzyciem
programu, który uka1.e sie w ksiazce:J. Ginter, R. Kutner,

Komputerem w Kosmos, WSiP) pokrywaja sie z wynikami
analitycznymi w granicach 10-8 %.

___ " lot swobodny rokiety

'110 110 lIllO 2lIO

CZCIlI t [.]
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Zadania z matematyki nr 203, 204 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
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203. Wyznaczyc najmniejsza, liczbe naturalna,n,dla. której istnieje 1990 r6znych liczb
naturalnych (dodatnich liczb calkowitych), nie przekraczaja,cychn, o tej wlasnosci, ze
zadna z nich nie jest dwukrotnoscia, innej.

204. Wykazac zbieznosc i znalezc granice cia,gu

an = n" (nIe - [nle])n .

Zadanie 204 zaproponowal pan Piotr Jedrzejewicz z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1989
Prsypominamy tnU zada:d.:
195. Dwie identyczne talie pon kart stasowano razem. Odkrywamy karty po jeun"j ,lo chwili,
gdy w€r6d odkrytych kart znajd" sie dwie identyczne. Obliczyc warto€<" oczekiwana liczby
odkrytych kart.
1.96. Niech Pl, P" P3 bed" rzutami punktu P lezl\Cego wewn"trz trójkata 0stl"Ok"tllegoABU
odpowiednio na bokiAB, BC, CA.
Dowie€c, ze iloraz (lAPll + IBP,I + IGP3!J/(jPPll + Irp,1 + IPP311jeat widko.lda stala (gdy
P przebiega wnetrze h'ójk"ta) wtedy i tylko wtedy, gdy tr6jk"tABC jest równoboczny.

196. Niech Pl bedzie prawdopodobienstwem,II jakim
rozwazana zmienna losowa przyjmuje wartosck.
Innymi slowy, Pl jest prawdopodobienstwem tego, ze
k-ta odkryta karta jest pierwsza, identyczna z kt6ras
z poprzednich (k = 1,2, ... ,n + l). Oznaczmy
przez ql.; prawdopodobietistwo tego, ze wsród
pierwszych k odkrytych kart nie ma dwóch jednakowych
(k = 0, l, 2, •.. ,n + l) i zauwazmy, zeqo = l, q••+l = 0,
ql-l - ql = Pl dla k = 1,2, ... ,n+ 1. Szukana wartosc
oczekiwana wynosi .

En =Pl + 2P2 + ... + nPn + (n + l )PnH = "

=(qo - qI) + 2(ql - q2) + •.. +

+ n(qn-t - qn) + (n + l)qn = qo + q1 + ... + qn'

Liczba. mozliwych kombinacji kart odkrytych wk
pierwszych ruchach wynosi(2:) (abstrahujemy od

kolejnosci); wsród nich jest 21:( ~) ukladów bez pary
kart identycznych (wybór po l elemencie zk par sposród
" par). Liczby te - to mianownik i licznik ulamka
wyznaczja,cego prawdopodobienstwo ql:. A zatem

q1= 21:(;) C;)-l = 2n-jC:) -l (n;,') I
gdzie i = " -/c.
Stad.

•• 2n -l
E••= Lql = 2" ( n) . Sn,

1=0

gdsie Sn = t 2-j (ntj)·
J=O

Dla n ~ 2 mamy równosc

Sn ~ 1+ t2-j((n-l:~~1) + (n+~-l)) =i=l 1 1
n-l n

= 1+ I)-i-t(n-:j) + I>'-i(n- ~+i) =
1=0 1 1=1 '

= 1+ i(Sn-2-"C:))+

+ (S"-l - l + ;- ••C",.- l) ) = is..+ Sn-1 ,
czyli Sn= 2S..-1. Poniewai Sl = 2, zatem Sn= 2"

i ostatecznie En = 4"(2.•.•) -l.

Uwaga. Korzystajac le wloru Stirlinga mozna wykazac,
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ze znaleziona wartosc r6wna sie w przyblizeniu..;m.

Dokladniej: En = anvrn, gdzie l< an < (1;:~1) 2.
Na przyklad dlan = 52 mamy Ero2 = 12,8 ± O, 02.
Ukladaja,c pasjansa z dwóch zwyklych talii kart, dobrze
potasowa.nych, oczekujemy wiec pierwszego powtórzenia
karty gdzies okolo 13 miejsca.

196. Oznaczmy rozwazane wyrazenie przezI(P);

dopuszczamy polozenia punktuP nie tylko wewnatrz,
ale i na brzegu tr6jkataABC. Gdy punkt P przebiega
ruchem jednostajnym dowolny odcinek zawarty w tr6jka,cie
ABC, w6wczas zar6wno licznik, jak i mianownikI(P)
zmienia sie w sposób liniowy. Jezeli tr6jkatABC jest
równoboczny, toI(P) przyjmuje jednakowa wartosc dla.
p beda,cego dowolnym z trzech wierzcholk6w. Zatem
funkcja. I jest stala wzdluz kazdego boku trójkata; dalej:
jest stala wzdluz kazdego odcinka o koncach na brzegu
tr6jkata ABC, czyli po prostu: jest stala ..

Dowodzimy teraz implikacji przeciwnej. NiechABC
bedzie' dowolnym tr6jka,tem ostroka,tnym. Oznaczaja,c
przez O iI srodki okreg6w opisanego i wpisanego, przez
R i r promienie tych okreg6w, przeza, b, c dlugosci
boków trójka,ta, a przez a, (3,"1miary odpowiednich ka,tów
otrzymujemy r6wnosci

4 + 6 + c

1(0) '2 z '2 =
Vw-. 4: +VR2- fi-+VR2- c:

_ sin a + sinf3 + sin "1 _ 4t- - ---,
cosa+cos(3+cos"'f 48+1

gdzie t = cos ~ cosl cos l, Il = sin ~ sin ~ sinl,
oraz

1(1) = rctg ~ + rctg ~ + rctg l =3r
l a (3 "(t

= - ctg - ctg - ctg - = -3 2 2 2 3s'

Jezeli 1= con8t, to, oczywiscie,1(0) = 1(1) i z równania

.:~J= to wyznaczamy Il = ~. Z wkleslosci funkcji
sinus orazI nierównosci miedzy srednia geometryczna
i arytmetyczna wynika zas, ze

(sin !! + sin f. + sin :I. ) a ( !! + L! + :I. ) 3 l
8 < 2 li 2 < sin li 2 li = _- . 3 - 3 8'

przy czym równosc zachodzi jedynie wtedy, gdy a = (3='"t •.

Tak wiec I jest funkcja, stala, tylko w przypadku tr6jkata
równobocznego ..


