
Klub 44 Zadania s fisyki Dr lOS, 104 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Termin nadsylania rozW'iaz811:
31 X 1990

Li.ta ucze.tnik6w ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzgiednieniu ocen rozwiaz811
zad811 89(WT=2,48) i 90 (WT=2,59)

Pan Wletecha. sOlta.l u:eln.ltym cslonklem
Klu bu ••••.
Zeltawlenle obejmuje wI.Yltkich
uczeltnlk6w, kt6rzy 'Jc-romadzlll co na.JmnleJ
15 punktów ora.z czlonk6w Klu bu •••••
nies.a.ldnle od ich a.Jrtu.a.tneco stanu konta.
Cyfra przed lrrn1c:~ osna.c~u.t ile razy
uczutni1c: sdoby. juz •• ·punkty.

12

'(A) sin", J2ia = -----aF = -- aF.
sin ~71'- 6 5

Teraz mozna z latwoscia, wyznaczyc wspólrzedne wektora

alA) = alA) cos 6= ~ aF alA) = alA) sin 6 = .../3aF •
" 10 ' y 10 ,

Dla punktów B i C odpowiednie wartosci wynosza:

alB) = _~ aF alB) = .../3 aF alG) = O alG) = _.../3 aF.
" 10' y 10 '" 'Y 5

96. Wprowadzmy' uklad wspólrzednych jak na rysunku 2, o poczatku w srodku maay
ukladu (w srodku trójka,ta) i osi x równoleglej do przecinanej nici. W chwili przeciecia
nici na punkty materialneA i B dzialaj a,niezrównowazone sily elektrostatyczne F oraz

-F wzajemnego odpychania o wartosci 2

F= -q-
471'€od2

(€o - stala dielektryczna prózni) i kierunku równoleglym do osi x oraz sily R i R',
które sa, wypadkowymi sil napiecia nici oraz sil odpychania elektrostatycznego przez
ladunek w punkcieC. Z warunku nierozcia,gliwosci nici oraz z faktu, ze srodek masy
ukladu pozostaje w spoczynku (w srodku ukladu wsp6lrzednych), wynika okreslony tor
ruchu kazdego z punktów materialnych. PunktC porusza sie wzdluz osi y, natomiaat
odpowiednie punkty M iN przeciecia odcinkówAC i BC z osia, x (CM = 2MA,
CN = 2NB) pozostaja na osi x. Wyrazaja,c wspólrzedne punktuA przez ka,t o, jaki
tworzy odcinek AC z osia, y, mamy,:

x = dsino, y = -(1/3)dcoso.
W chwili, gdy zaczyna sie ruch punktuA, wektor przyspieszenia tego punktu.(A) jest
styczny do toru. Kat 6, jaki wektor ten tworzy z osia x, spelnia zwia,zek:

tg 6 = ay = dy : dx = d sin o =!. tg o .
a" do do 3dcos o 3

Poniewaz o= 71'/6,wiec tgo = 1/.../3, a zatem tg6= 1/3.../3.
Dla wyznaczenia wartoscialA) = Ia (A)I skorzystamy z rysunku 3, wyrazaja,cego

równosc wektorowa.(A) = a~A)+ .kA), w której a~A)= F/m, akA)= R/moraz z
równosci 'Y = 71'/3,6= arctgl/3.../3, {3= (2/3)71'- 6. Na podstawie twierdzenia sinusów
dla trójkata PRQ mamy

95. Przy prostopadlym do plotu kierunku obserwacji (rys. l) czestotliwosc "migania"
desek i szczelin plotu wynosiv = v/(a + b). Aby miganie to nie bylo odczuwane
przez wzrok, powinno zachodzitv ~ 20 S-l (cecha ludzkiego wzroku), czyli
v ~ (a+b) ·20 S-l. Oczywilicie, ulirednione natezenie swiatla dochodzacego od obiektu
do obserwatora bedzie zmniejszone w stosunkub/(a + b). ,
Nalezy jeszcze zwr6cituwage na to, ze przyd» l m plot znajduje sie w strefie ostrego
widzenia wzroku akomodowanego na "nieskonczenie" odlegly przedmiot. Zachodzi
w6wczaa niebezpieczenstwo (zalezne od predkosci ka,towejv/d oraz od stosunku
(a + b)/d) mimowolnego wodzenia wzrokiem za przesuwaja,cym sie plotem, co istotnie
utrudnia obserwacje obiektu.

lOS. Angielska moneta pi~dzieaieciopen80wa ma k8ltalt zblizony do graniaatoslupa
o podstawie siedmiok~ia foremnego, z tym ze podstawa ograniczona jest nie odcinkami
prostych, leci lukami okreg6w, kt6rych lirodki lez~ w przeciwleglych wierzcholkach.
Promienie tych okreg6w maj~ dlug~ 3 cm. Obliczyt w spos6b przyblizony, z jak~
predkolici~ moneta ta moze sie toczyt po poziomej plaazczy'nie, aby nie tracila
kontaktu I podlozem. Przyj~t, ze dop6ki wystepuje kontakt z podlozem, nie ma
poslizgu.

104. Dlaczego refleksy swiatel lamp ulicznych obserwowane na mokrej jezdni maja,
ksztalt podluznych smug? Ja~i jest kierunek tych smug?

Roswl_sanl. s.dm s nsykl s numeru 10/1989
Przypominamy trelit ladan:
Ol. Plot .kladaj~y .ie •• pionowych de.ek o .r.erokolciCI, miedzy którymi wy.tepuj"
IJlczellny o lJlerokolci b, zaslania odlegly obiekt. Ob.erwator porulJla ale r6wnolegle do plotu,
w odleglo"ci d od niego, r.e stal" predko"ci" •• Jaka powinna byc! ta pcedko"c!, aby ob.erwator
m6gl widziec! caly obiekt w .po.ób mozliwie niezaklócony? Przyjmujemy, ze kierunek
ob.erwacji je.t prostopadly do plotu, a rozmiary k"towe obiektu .a znacr,nie wieklJle
od sto.unku b/d. I

oes. Trzy punkty materialne o ma.ie m, obdarzone ladunkiem elektrycznymq, .a
pol~zone niewatkimi nUmi o jednakowej dlugo"ci d. W .tanie r6wnowagi, w warunkach
bezgrawitacyjnych, nici tworz" tr6jk"t r6wnoboczny. Wyznaczyt przy.pielJlenie kazdego
z punkt6w materialnych w chwili przeciecia jednej z nici.
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AB = AC = BC = d, R = R'
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OBSERWATOR

Rys. 3

Q

Rys.2

Rys. l

Toma •• Wletecha. -Tarnów .5,.'6
Alek.ander SunDa. -M,..sJr6w 1-4.','5
Piotr KOCS7ibJrl -Wau ••• a.' 39,5T
Wojciech pela.r' -Wroclaw 15,12
PIotr Bal. -Torud. 1-15,21
Sblcnlew Gall •.• -KraJr6w 12,"6
ARdr •• J Borowdrl -AleJnandr6w Kuj. ao,.'
Prsem,.""w .

Gwor", -C ••• toclLow&
Jacek Stelmach -S •.br ••
•••. rek Xara' -Tarn6w
Marl" •• 80,&c. -PI4c.6w
JaJlu •• o • .,da. -L_,DIc •.
Adam Sllronkl -Lublin
Pawel Ilococs -L_cnlca
Andrs.J BonJr -Chelml.
Anna Ghu. -Torud.
Bo''' •••.•

MIJrlelewl.cs -Urodnie.
Tom ••• Ilu.ln -Wa.raaa.wa
.A.ndrseJ BUme. -Gorlice
R.obert R..pucha. -Goldap
Wojdech KUmala -Bl.laJro·Bl.l.
Maciej Sta.lak -Csluchd'w
Andrsej 'KondracJrl -Bl •.•".toJr
Le.s.Jr Motyka. -KraJr6w
Miro"aw S~mla -Opol~
Piotr Wach -Katowice
Pawd P~rJrow.ki -Sscz~cln
Lusek Ssala.lt -lt.adsy1l. Podlo
Tomais Rawllk -Gliwice
Dsl~rlYllaw

Llpniackl
R.oman MUlla.l
WI~"aw Kacprsak
Jerzy Lipko.lkl
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Legenda (przykladowo): stan konta.6-41.95
ozna.cza, ze uczestnik juz szelciolcrotnie
zdobyl 4.4. punkty, a w kolejnej (t i6dmej)
rundzie ma 41,95 p.

Lista uczestników ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 191(WT=2,U) i 192 (WT=2,27)

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczeatnilc:d'w, którzy zgromadzili co najmniej
20 punkt6w. Pozostali czlonkowie
Klubu 4.•. M (alfabetycznie) (cyfra
w nawia.sie wska.zuje. ile ra.zy uczestnik
przekroczyl ba.rier~ .•.4. punktów):

'~. Bartold (2), T. Bieg~1\.ki (l),
W. Bora.ty.thki (1), J. Ciach (2),
M. Piszer (l), K. Hryniewiecki (1),
K. Jachacy (I), K. Jedziniak (2),
T. J6zefczyJc (2), P. Ka.minski (S),
H. K~sprzak (2), Z. Koza (2),
P. Il'umor (2), D. Kurpiel (2),
R. L~hl~ (l). J. M~1\dziuk (l),
M. Ma.rcza.k (l), M. Ma.zur (3),
R. Ma.zurek (1), M. Mikucki (l),
J. Milcz_rek (l), R. Mitraszewski (l),
W. Olszewski (1), A. Pawlowslci (4),
M. Prauz_ (2), A. Ruszel (l), S. Solecki (2),
D. Sowizdrza.l (3), Z. Surduka. CI}.
W. Szymczyk (l), J. Uryg~ (.), P. W~ch (l).
G. Za.krzewski (2), Z. Za.us (l).

Zadania z matematyki nr 205, 206 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

205. Dany. jest trójka,tABC wpisany w okrag O.AK, BL, CM sa, trzema
równoleglymi cieciwami okregu O. PunktyP, Q, R sa odpowiednio rzutami
prostoka.tnymi punktówK, L, M na proste BC, CA, AB. Udowodnic, ze:
a) proste KP, LQ, MR przecinaja sie w punkcie lezacym na O;
b) punkty P, Q, R lezo..na prostej równoleglej do trzech danych cieciw.

206. Wyznaczyc najmniejszy wykladnik naturalnyn ~ 2, dla którego zapis dziesietny
liczby 44R rozpoczyna sie i konczy grupa cyfr 44.

Zadanie 206 zaproponowal pan Tadeusz Józefczyk z Poznania.

Rozwi~zania zadan z matematyki z nmneru10/1989

Przypominamy tresc zadan:
19". Dana jest liczba pierwsza p oraz liczby calkowitea;, bi (i = l, ... , p - l), ai ~ bi (mad p).
Dowieic istnienia liczbXi E {a;,bi} takich, zeXl + .. , + Xp-l == O (modp).
198. Rozwiazac nierówno,(c(x - 1)"'+1 > (X + 1)"'-1 przyjmujac za dziedzine funkcji
(u,v) •..• u' zbi6r {(u, v) : (-u> O) lub (u = O ~ v) lub (u < O, v calkowite)}.

197. Dla dowolnej liczby calkowitejz oznaczmy przezr(z) reszte z dzieleniaz przez p.
Dla dowolnego niepustego zbioru X C{O, 1, ... ,p-l} i dla dowolnej liczby calkowitej a
przyjmijmy reX + a) = {rex + a): x E X}
- jest to wiec zbiór wszystkich mozliwych reszt(mad p) liczb postaci x + a, gdzie
x E X. Oczywiscie Ir(X + a)1 = lXI (symbolem 1·1 oznaczamy liczbe elementów zbioru).

Lemat. Dla dowolnych liczb calkowitych a, b oraz zbioru X C{O,1,... ,p - l}, X =f 0,
zachodzi równosc Ir(X+ a) U reX + b)1 ~ lXI.
Jesli przy tym a 1- b (mad p) oraz lXI < p, to nierównosc jest ostra.
Dowód. Oznaczmy dla wygody: X'= r(X+a), X" = r(X+b). Poniewaz IX'I= IX"I =
= lXI, zatem IX' U X"I ~ lXI. Pozostaje przedyskutowac, kiedy zachodzi równosc.
Równosc w tej relacji znaczy, ze zbioryX' i X" sa identyczne. Wybierzmy dowolny
element z E X'. Zauwazmy, ze X" = f(X'), gdzie fU) = rU + b - a). Jesli wiec
X' = X", to fez) E X' i dalej, prze~ indukcje, f"'(z) E X' dla wszystkich k naturalnych
(górny wskaznik oznacza iterowanie). Wyrazy cia,gu(J"'(z): k = 0,1, ... ) przybieraja
nie wiecej niz lXI wartosci. Znajda, sie wiec takie numeryk, l, ze ° < l-k $ lXI, fk(z)=
= fl(z). Ostatnia równosc znaczy tyle, zez + k(b - a) == z + l(b - a) (mad p), czyli ze
(b - a)(l- k) == ° (mad p) - a wiec albo a == b (mad p), albo l- k = p, ska,d lXI = p.
Dowód tezy zadania. Rozpatrujemy zbiory

Xk = {r(xl + ... +Xk): Xi E {ai,bi}, i= 1, ... ,k}

dla k = 1, ... ,p - 1. Zbiór Xl to para {al, bI}; tak wiec lXII = 2. Zbiór Xk powstaje
ze zbioru Xk-l nastepujaco:

Xk = {r(z + Xk): z E Xk,-l, Xk E {ak, h}} = r(Xk-l + ak) U r(Xk-l + h).
Na mocy lematu mamy nierównosci 2 = lXII $ IX21 $ ... $IXp-ll,
przy czym jesli IXk-ll < p, to zachodzi ostra nierównosc IXk-ll< IXkI. Stad przez
latwa indukcje IX",I ;:::min(p, k + 1). Dla k = p-l daje to: IXp-ll ;:::p, Zatem Xp-l
jest calym zbiorem {O, 1, ... ,p - 1}; w szczególnosci° E Xp-l. A to jest wlasnie
dowodzona teza ..

198. W mysl przyjetej umowy, aby obie strony mialy sens, musimy przyjac, ze
10 x > 1,lub 20 x jest liczba, calkowita$ 1,rózna, od -1.
Rozwazymy kolejno oba przypadki.
10 x E (1; 00). Ni~równosc jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdyf(x) < 0, gdzie

(x +1)"'-1
f(x) = ln(x -1""+1 = (x -l)ln(x + 1) - (x + l)ln(x -1).

Rózniczkujemy:

f'(x) = ln(x + 1) + x-l -ln(x _ 1) _ x + 1 = In t + !. - t =: g(t) ,x+1 x-l t

gdzie t = (X+1)/(X-1) przebiega przedzial(1;00).
Poniewaz g'(t) = -r (t2 -.,. t + 1) < 0, g(1) = 0, zatem g(t) < O dla t E (1;00), skad
I'(x) < ° dla x E (1; 00). Przy tym f(3) = O. Wobec tegof(x) < O wtedy i tylko wtedy,
gdy x> 3.
20 Ten przypadek rozbijamy na podprzypadki:
2.00 x = ° lub x = 1j zadna z tych liczb nie' spelnia danej nierównoscl.
2.10 x = -2k - 1, k E N = {l, 2, 3, ... }. Nierównosc przybiera postac

(2k + 2)-210 > (2k)-2k-2, czyli równowaznie: (1 + Uk < 2k, co jest prawda, dla.k ~ 2.
2.20 x = -2k, k E N. Nierównosc przybiera postac-(2k + 1)-210+1> -(2k _1)-210-1,

czyli równowaznie: (2k + 1)210-1 > (2k ,- 1)210+1.Jestesmy w sytuacji z przypadku10,
z x zastapionym przez2k i z odwróconym zwrotem nierównosci. Zgodnie z konkluzja, ,
przypadku 10 ta nierównosc bedzie spelniona, gdy2k < 3, czyli tylko dla k = 1.
Reasumujac: Zbiór rozwiazan rozwazanej nierówn'osci ma postac:

(3joo)U{-2}U{-5,-7,-9 ... }. '

1-20,54

39,01
37.T3
36,95

1-36,18
5-36,10

1-41,45
1-40,89
1-.0,86

.0,31

.0,18
39,93

2-43,68
1-43,09

42,85
2-n,12

n,56
6-41,95

-Warszawa
-IJ,azilka. Grn.
-Kra.ków
-Bytom
-Kralnik
-Kra.k6w

-Gda.tS:lk
-Gda.rtsk

j -Augustów
-Warszawa.
-Mila.n6wek

Edward Orzechowski -Wa.rsza.wa.
Ma.ria.n Roma.n -Elk
Ada.m Pt'ze~dziecki -Wa.rsza.wa.
Ka.zimien Serbin -Sa.nok
Andrzej Sudol -Nowy Saccz
Jerzy J •.nowicz -Bo le.h.wiec
Krzysztof

Za.wlsla.wskl
J6zef Siwy
Jerzy ·Ma.lopolski
Ad&m Czornilr
Da.riusz Ryba.cki
Grzecorz Kul
Andrzej

Krz"lztofowicz
Andrzej Szymcza.k
Henryk Korna.clci
Konra.d Pióro
Ma.rek Ga.lecki
Dziedysla.w

Lipnia.cki -Lublin 36,66

Zygmunt Ba.rtkowski -Wa.rsza.wa. .36,49
Wojciech Krzyza.rtski -Zywiec 34,'5
Artu'c Smo1czyk -Ta.rn6w Op. 1-33,68
Jeny Tyszlciewicz -W a.rs za.wa. 33,28
Pa.wel Kubit -Krosno 33,11
Tom;uz Ra.wlik -Gliwice 3-33,03
Ma.riul2, l;opusiewicz -Legnica. 32,15
Piotr Figuru,. -Luba.l;t6w 1-31,39
Krzy.ztof Ja.kubcza.k -Kudowa. Zdr6j 31,00
Da.riusz Kowa.lczyk -Wa.rsza.wa. 29,81
Zbigniew Ga.llal -Kra.ków 1-29,51
Wlolodyala.w Wolosia.k -Torurt 28,92
Anna. Gluza. -ToruJ! 1-28,86
Miro.la.w Ma.tt«tga. -Skoczów 28,50
Ja.ro.la.w Kaczythld -Starogard Cd. 28,31
Toma.ss Grzesia.k -Kra.ków 28,19
Stanisla.w Dorosz -Kra.ków 28,06
Maciej Giuuek -Wrocla.w 21,85
Janusz Pra.js -Opole 27,57
Piotr Jadrzejewlcz -Torun 2-27,33
Toma.sz Komorowski -Swidnik 2-26.82
Adria.n La.nger -Nisko 26,65
Jec:&y Cislo -Wrocla.w 26,56
Radosla.w Za.pert -Kielce 26,51
Krystyna. Witek -Ostrów Ma.z. 1-26,29
Rysza.rd Pa&'a.cz -Za.wadzkie '-25,72
Tom.uz Wietech •• -Ta.rnów 25,11
Andrzej Kondroloclci -Bialystok 25,03
Krzysztof Zygan -Lublin 24,98
Ada.m Stadler -RzeszcSw 24,94
Zbigniew Krylow -Sopot 24,93
Henryk Mikola.jczyk -Wa,lbrzych 1-24,81
Ma.rek Ka.ra,§ -TarncSw 24,50
Jerzy Mikuta. -Zielona, G6ra, 2-24,(6
Toma.sz Maslowski -TorutS: 24,40
Krzysztof Tra.utma.n -Wanza.wa. 1-24,31
Andrzej Bonk -Chelmh. 3-23,95
Adam Wyrwa -Nowy Wi{nicz 1-23,43
Lech Ba.rtlomiejczyk -Gliwice 22,50
Wojciech Skut -Wauza.wa. 22,43
Toma.sz Szymczyk -Bielsko-Bia.la 1-21,83
Mariusz Za.ja.:c -Pruuków 21,54
Ma.lgorza,ta.

Czernia1c:ows1c:a. -Gda.tS:sk
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
War ••..aw.kiego, Wyd •..ial Fizyki Uniwer.ytetu Warszaw.kiego
ora •..Redakcja mie.iec •..nikaDelta organi •..uj" konkurs - lige
•..adaniowa pod na •..w" Klub 44.
2. Zadania konkursowe ." ogla ••..ane w mie.iec •..nikuDelta,
po c•..tery •..adania w kazdym numerze: dwa •..matematyki i dwa
•..fi •..yki, •..dwumie.iec •..n" przerw" (nr 6 i 7 kazdego roku).
8. Uc•..e.tnikiem ligi moze by~ kazdy.
4. Uc•..estnictwo w lid •..e polega na ro •..wiazywaniu •..adan
konkur.owych i przysylaniu opracowanych ro •..wiazan do redakcji
Delty. Uc•..estnikiem •..o.taje .ie po przy.laniu ro •..wil\Zania co
najmniej jednego •..adania.
6. Moment pr •..ystapienia do ligi mozna wybra<'! dowolnie. Nie
ma koniec •..noafciro •..wiazywania •..adan •..kazdego mie.illCa.
6. Ro •..wiazania •..adaó •..numerun nalezy nad.yla<'! do konca
miesiaca n + 3 (dodawanie modulo 12; na przyklad termin
nadsylania ro •..wiazaó •..adan •..numeru 11/1989 uplywa
28 lutego 1990). W numer •..en + 4 podane S" szkicowe
rozwiazania.
1. Ro •..wiazanie kazdego •..adania powinno by~ pi.ane
na odd •..ielnym arkus •..u papieru ora •..podpisane imieniem i
na •..wiskiem. Uc•..niowie pro ••..eni ." o podanie kla.y, .tudenci
- roku i uczelni. Ro •..wia •..ania •..adan •..matematyki i •..fi •..yki
nalezy przy.yla~ w odd •..ielnych kopertach, •..dopi.kiem na
kopercie: Klub 44M lub Klub 44 F .
8. Prace powinny by~ .amod •..ielne. Jednobrzmiace ro •..wiazania
pisane prze •..róznych uc •..estników nie beda brane pod uwage .
9. Ro•..wiazanie kazdego •..adania jest ocenione w .kali od O
do l, z dokladnoscia do 0,1. Pr •..y ocenie brana jest pod uwage
nie tylko poprawnos<'! merytoryc •..na i rachunkowa, lec•..takze
pomyslowos<'!metody i elegancja ro •..wia •..ania.
10. Kazde •..adanie otrzymuje wspólc •..ynnik trudno'ci u.talany
po wystawieniu ocen. Wspólc •..ynnik ten je.t lic •..b" pomied •..y
l a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: je'liN o•..nac •..a
liczbe osób, które nadeslaly ro •..wiazanie cho~by jednego •..adania
z danego numeru w danej konkurencji (matematyka lub fi •..yka),
a S oznac •..a sume ocen u•..yskanych pr •..e•..ws•..ystkich uc•..e.tników
•..a dane •..adanie, wówc •..a. otr •..ymuje ono wsp6lc •..ynnik trudno'ci
WT = 4 - 3S/N. Za nadesiane ro •..wiazanie uc •..e.tnik otrzymuje
w punktacji ligowej lic•..be punkt6w równa iloc •..ynowi u•..yskanej
oceny przez wspólc •..ynnik trudno'ci (•..zaokragleniem do dwóch
miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadad mozna znald<'! (w brzmieniu identycznym
lub bardzo zblizonym) wraz z rozwiazaniami w róznych
k.i~kach i czasopi.mach. Ucze.tnicy, którzy' w takich
przypadkach przy"" zamiast wlasnego rozwil\Zania dokladny
odiylacz do literatury, otrzymaj" ocene mak.ymalna, pod
warunkiem, te w cytowanym tródle i.totnie znajduje .ie pelne
rozwil\Zanie (dowód, obliczenie, kon.trukcja) .
lll. Czytelnicy Delty mog" zgla.za<'! propozycje zadan; jdli
"adanie nie je.t wla.nego autorstwa, nalezy podawoc tródlo.
Gdy zadanie wykorzy.tane w lidze pochodzi z propozycji
ucze.tnika ligi (tj. o.oby, która przy.lala jut rozwil\Zanie
jakiegos zadania - por. p. 4), a do.tarczone zo.talo wraz
z rozwi"zaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
od.ylaczem do literatury), ucze.tnik otrzymuje ocene
mak.ymallll\.
18. Punkty zdobyte przez kazdego ucze.tnika za rozwil\Zania
poszczególnych zadad, obliczone wedlug reguly podanej w p. 10,
." .umowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwil"
o.il\gniecia .umy 44 punktów w jednej z tych dwoch dziedzin
ucze.tnik .taje .ie czlonkiem Klubu 44.
14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zo.taniu czlonkiem
Klubu 44) mozna w dalszym cil\gu bra<'!udzial w konkursie
ligowym. Nadwyzka punkt6w ponad wartos<'! 44 zo.taje
zaliczona na poczet ponownego ucze.tnictwa w lidze.
16. Trzykrotne uzy.kanie czlonko.twa Klubu 44 daje tytul
Weterana Klubu 44.

oJ

18. Ahy uzy.kOC informacje o .woich wynikach, nalezy
przy.la<'! do redakcji Delty kartke pocztow" (oddzieln" dla
matematyki i dla fizyki), ofrankowanll i zaadre.owanll do
• iebie, ze .porzadzon" tabelk" z umie.zczonymi w jej rubrykach
numerami zadad i z pu.tymi okienkami do- wpi.ania ocen. Zaleca
•ie przy.ylanie takich kartek nie cze'ciej niz co kilka mie.iecy,
gdy uzbiera .ie material dotycZIlCY rozwil\Zad kilkuna.tu zadaó.
17. Czolówka li.ty ligowej je.t .y.tematycznie oglaszana
w mie.ieczniku Delta. Nazwi.ko ucze.tnika moze by<'!
wymienione w czolówce z nie zmienion" .um" punktów
co najwyzej trzykrotnie; na.tepny raz ukaze .ie wtedy, gdy
wykona ruch w góre.
18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane je.t
omówienie przebiegu konkursu, prezentowane ." w .krócie
ciekaw.ze rozwil\Zania i uogólnienia oraz ogla.zana je.t obszerna
czolówka (kilkadzie.i"t nazwi.k) .
19. Czlonkowie Klubu 44 ." zapraszani na coroczne .potkania
Klubu 44.

20. Organizatorzy za.trzegajll .obie wyl"czne prawo
interpretacji i moznoaf<'!zmian regulaminu.

!=44

Zwierzyl nam .iE; kto' •..C•..ytelników, ze co roku biorac do reki numerDelty •..omówieniem
kolejnego sezonu ligi •..adaniowej i towarzy ••..llCym mu regulaminem tejze ligi, podanym w
pelnym br •..mieniu - patr •..y •..•..aciekawieniem: jakie tez •..miany w kolejnym regulaminie wylowi.
Tym razem nie •..najd •..ie wiele: •..miaila dotyc •..y terminów, i podyktowalo ja zycie: zadania
•..numeru n ro •..wiazujemy do koóca mie.illCan + 3, a nie n + 2, jak bylo do niedawna.

Gdy liga •..ac •..ynala zywot, formulan •....•n+ 2 gwarantowala'co najmniej jeden miesiac na
my'lenie nad •..adaniami, i taka wlaafnie •..a.ada byla nam ak.jomatem wyj'ciowym. Potem
przys •..la pamietna •..ima 81/82 i powazniejs •..e •..martwienia. Nie bylo ja.ne, c",yDelta, a wra •..
•..nia' setka innych c•..a.opi.m, ujr •..y je ••..c•..e 'wiaUo d•..ienne. Gdy w czerwcu •..e•..wolono na druk
tekstów •..Iozonych je ••..c•..e pr •..ed grudniem i uka •..aly .ie kolejne numeryDelty, uc •..e.tnicy ligi
.twierd •..ili •..niejakim zd •..iwieniem, ze podanych terminów jako zywo dotrzymal nie moga.
("Lud •..ie! - pisal nas •..C•..ytelnik - miejciez 'wiadomol~, ze nawet w .tanie wojennym .trzala
c•..asu biegnie od wrzeafnia do patd •..iernika, a nie odwrotniel" ) Otóz aktualne (lato '89), niby.
nie-wojenne, warunki drukowania c•..as-opi.m •..nów .prowokowaly taniec na o.i c•..a.u. Lokalny
rekord pobila "trójka" (3/1989) uka •..ujac .ie w kioskach z koncem maja. "Sprinter •..y" •..robili
•..adania w trzy dni; inni pr •..ysylali ro •..wia •..ania je ••..c•..e pr •..e•..na.tepny mie.iac lic •..ac na na ••..
zdrowy ro•..•adek. No cóz; •..ostaly te ro •..wiazania pr •..yjete i ocenione, a"n + 2" prze.zlo na
"n+3".

Rok 1990 jest dlaDelty jeszc •..e bard •..iej nietypowy od innych, •..dawaloby .ie tak bur •..liwych,
lat. Bylismy •..awieszeni, "wypadlo" kilka numerów i, oc •..ywiscie, ma to swoje odbicie
w przebiegu •..magali ligowych. W bie"acym roku przerwa ligowa bedzie, nie tak jak kaze
Regulamin, w listopad •..ie i grudniu. Ze w•..gledu na ;,krótszy" rok w roc •..niku 1991 nie bedzie
"mówienia. Nie jestesmy tei w .tanie powied •..iec', c•..y wywiazemy sie •..d •..iewietna.tego punktu
Regulaminu. Mamy jednak nad •..ieje, ze kiedys, równiez w Delcie, nastapi spokój i bed •..ie sie
pry,estrzegal ws•..elkich regulaminów i terminów.

Redakcja Delty przepras •..a •..a to, ze
w roku 1989, •..e w•..gledu na trudno'ci
finansowe, nie zorganizowala spotkania
Czlonk6w Klubu 44.

Pr •..echod •..imy tera •..do •..adan •..•e•..onu 88/89: kto •..robil je zgrabniej od na., kto uogólnil lub
intere.ujaco skomentowal; które zadania oka •..aly .ie najtrudniejor;e(WT > 3). Wida<'!wyratnie
(•..tego, jak i z •..e••..loroc •..nego omówienia), ze kla." dla .iebie wafr6d ucze.tników je.t pan
Henryk Kallprsak •..Zar.
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Rys. 2

Zadanie 180 [Szachownicem X m (gdz,iem = 2") bez jednego
pola da sie pokryc kostkami "trimino"] (WT = 1,60; LP R = 35).
Teza jest sluszna takze dla wielu innych liczb naturalnychm
(niekoniecznie postaci 2"). Niech M bedzie zbiorem wszystkich
tych liczb. Zachodza implikacje: 3k + 2 E M => 3k + 4 E M;
3k + 1 E M => 3k + S E M. Te uwage wraz z prostym
dowodem (rysunek 2) przekazal nam prof. dr hab. Jerzy
Browkin (U.W.). Poniewaz Vk: 3k ~ M oraz l ~ M,
2 E M, 5 fi. M, 7 E M (sprawdzenie latwe), wynika stad, ze
M={mEN: 3..t'm}-{1,S}.

Zadanie i82 [Rozbijanie ciagu (t, t, t.·t ...) na podciagi
o zadanych sumachj(WT = 2,01; LP R = 18). Tresc zadania
byla sformulowana nieprecyzyjnie. Nie bylo jasne, czy do
rozwazan dopuszcza sie ciagi dlugosci skonczonej (ewentualnie
wrecz puste), czy nie, a od tego zalezala odpowiedz. Nasza
wina - przepraszamy. Oczywiscie, akceptowalismy wszystkie
rozwiazania, które byly poprawne przy kt6rymkolwiek
rozumieniu tresci.

Zadanie 188 [Szdciokat wypukly o polu> f .kwadrat
§rednicyj (WT = 3,27; LP R = S). Istnienie takiego szesciokata
bylo nieco zaskakujace, zwazywszy, ze szesciokat foremny nie
jest tu dobry. Prawidlowa konstrukcje, identyczna lub bardzo
zblizona do naszej, podali: H. Kasprzak, L. Krawczyk,
P. Kumor, K. Surduka, K. Jedziniak.

Zadanie 190 [m, n E N, mnieparzyste =>

=> NWD (2m - 1,2" + 1) = l] (WT = 2,2S; LPR = lS).
Nietrudne, a poza tym, jak sie okazuje znane. J. Ciach
proponuje wobec tego dalszy ciag: zauwaza, ze teza przestaje
byc prawdziwa, gdym jest liczba parzysta, an nieparzysta
(bo w6wczas 1+ 2NW D(m."l jest wspólnym dzielnikiem liczb
2m - 1, 2" + 1) j stawia problem charakteryzacji tych par
liczb parzystych m, n,na kt6re teza zadania sie przenosi.
Przekazujemy problem naszym Czytelnikom.

Zadanie 186 [Warunek konieczny i dostateczny istnienia
czworoscianu o zadanych polach §cian](WT = 2,65; LP R = 4).
Juz sie zaczely duze op6znienia numerów powodujac spadek
liczby uczestnik6w. Stad niezbyt wysokiWT, jak na zadanie
o tej trudno§ci. Rozwiazania nie r6zniace sie istotnie od
naszego przyslali: H. Kasprzak, L. Krawczyk, R. Latala.
Interesujace rozwi.azanie (z usterkami, na szcze§cie usuwalnymi)
oparte na rachunku wektorowym podal A. Kondrack!.

prowadzi do równania f(t) = O, gdzie f(t) = cosh6t - 16 cosh3t-t
+27 cosh2t - 12. Sprawdzamy, zef(kl (O) = O dla k = O,1,2,3
oraz f(4l(t) > O dla t crt O. Na mocy wzoru Tayloraf(t) > Odla
t crt O. Zatem: f(t) = O => t = O => x = y.

c

,, , ,- -, ,
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W lidze fizycznej, poczynaja od numeru 9/1989, niekt6re zadania,sa przewidziane do
rozwiazania metodami numerycznymi. Z pomoca rzadowego programu
badawczego-rozwojowego RR 1.14 jako sponsora postanowilismy zajac sie popularyzacja tych
metod, kt6re we wspólczesnej fizyce odgrywaja coraz wieksza role·

Komputerów tez mamy coraz wiecej -w szkolach, uczelniach, zakladach pracy, klubach,
a takze w domach. Zachecamy wiec do spr6bowania ... Je§li ktos nie rpa dostepu do
komputera, moze te zadania rozwiazywac (moze troche mniej dokladnie) np. posl;;:gujac sie
kalkulatorem z funkcjami.

Za wszelkie uwagi Czytelników na temat tych zadan, ale równiez i pozostalych, bedziemy
bardzo wdzieczni. A teraz om6wienie wybranych zadan z minionego roku.

Zadanie 71 [Przeplyniecie rzeki)(WT = 2,01; LPR = 21). Najladniejsze rozwiazania przyslali G. Buchcic, T. Rusin,
Wiekszosc rozwiazujacych przyjela znany stosunek predkosci P. Wójtowicz, A. Borowski, W. Kacprzak, W. Peisert,
plywaka i wody i przy takim zalozeniu minimalizowala odleglosc A. Sikorski i A. Wronsk!. Posluzono sie w nich
zniesienia plywaka przez nurt rzeki. Widac nie wczuli sie oni trygonometria.. Jesli nawet zamieszczono rysunki takie, jak w
w sytuacje czlowieka, kt6ry musi skakac do wody nie znajac rozwiazaniu opublikowanym wDelcie (nr 12/1988), mialy one
szybkosci nurtu. A byl to wlasnie wazny element zadania. charakter tylko ilustracyjny.

Rys. 1

Zadanie 176 [Dowiesc:(x' + x + ~)" > t (x'" + (x + l)'''),
n E N, n> 1, x ER] (WT = 3,09; LPR = 10). A. Bonk.
H. Kasprzak, H. Kornacki! K. Surduka, G. Zakrzewski,
M. Zajac - rozwiazania nie r6zniace sie istotnie od naszego;
D. Rybacki - podobnie; R. Latala - indukcyjnie; P. Kumor,
K. Pióro - dowody analityczne, dosc zawile ..

Zadanie 176 [Rysunek 1:[LABCI = ILBCAI = 400,
IADI = IBCI; ILADCI =?] (WT = 1,6S; LPR = 26). Wiekszosc
rozwiazan, w tym i nasze, sprowadza sie do mniej lub
bardziej zgrabnych rachunków trygonometrycznych (nasze
- raczej mniej ... ). Zwracaja wiec uwage ladne rozwiazania
geometryczne (K. Burnicka i H. Kasprzak; a dosc
pod':'bnie P. JedrzeJewicz, D. Rybacki): Budujemy tr6jkat
EAD przystajacy doABC (l'ysunek l); powstaje trójkat
równoboczny AEC oraz trójkat r6wnoramienny ECD, w którym
ILCEDI = 1600; zatem ILEDCl = 100, skad ILADCI = 300•

A

Zadanie 177 [JU(x) + y) = f(x + y) + l; f : R -> R §cisle
rosnaca; wyznaczyc fI(WT = 1,47; LP R = 33). H. Kasprzak
podaje uwagi dotyczaCe rozwiazan danego równania funkcyjnego
bez zalozenia r6znowartosciowo8ci:Jezeli f(x) ~ x + l spelnia
r6wnanie, to jest funkcja okresow&, nieograniczona,f(R) crt R;
rozwiazania takie istnieja (przy zalozeniu pewnika wyboru).

Zadanie 178 [sup2: (dlugosci cieciw wyznaczonych przez
n punktów okregu jednostkowego)= ?] (WT = 3, 18;
LP R = 10). Kres ten jest osiagany, gdy punkty sa rozmieszczone
r6wnomiernie; dowody opieraja sie w wiekszosci na nierówno§ci
Jensena dla funkcji sinus. A. Bonk, P. Jedrzejewicz,
H. Kasprzak, A. Langer, M. Zajac, G. Zakrzewski,
P. Kumor, R. Latala, W. Skut, M. Karas.

Zadanie 179 [x,y?: O; (t (x+ (xy)l/' +y)f/3 =

= (t (x'/3 +y'/3))1/' => x = y] (WT = 2,S8; LPR = 23).
Eleganckie rozwiazanie H. Kasprzaka: Podstawieniex/y = e6t.

Zadanie 178 [Konstrukcja rozbieznego szeregu Le"n-1,
gdzie e" = ±1, lim(el + ... + e,,)n-1 = O] (wspólczynnik
trudno§ci WT = 3,09; liczba poprawnych rozwiazanLPR = 14).
Prawie wszystkie rozwiazania polegaja na modyfikacji szeregu
anharmonicznego na ciagu numerów o zerowej gesto§ci,

wykorzystujac przy tym rozbiezno§c szeregu L(nlnn).-l.
Autorami poprawnych rozwiazan byli: A. Bonk, H. Kasprzak,
H. Kornacki, P. Kumor, A. Langer, M. Mazur, K. Pióro,
A. Prze"dziecki, A. Szymczak, K. Parol, M. Zajac,
K. Zawislawski, R. Latala, Z. Surduka.
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Zadanie 78 [Kula zsuwajaca sie ze stolu](WT = 1,88;
LPR = 11). Wiekszosc nadeslanych rozwiazan byla poprawna.
Najlepsze rozwiazania przyslali P. Bala,R. Musial,
A. Sikorski, P. Wójtowicz. Za to do rozwiazania w
numerze 1/1989Delty zakradl sie blad: powinno byc
0<0 = arccos(2/3) orazZ = (4V3/9),;Rii.

Zadanie 75 [Równia pochyla ze zmiennym wspólczynnikiem
tarcia] (WT = 1,46, LP R ,= 25). Wiekszosc rozwiazujacych
(m. in. M. Krystian, P. Jungiewicz, G. Lewandowski,
P. Perkows1ci, A. Sikorski) zastosowala metode
"energetyczna" - podobnie jak wDelcie. Kilka osób (A. Bonk,
A. Gluza, R. Musial) rozwiazywalo równanie ruchu klocka.
J. Lipkowski i Dz. Lipniacki wykorzystali obydwie metody.

Zadanie 77 [Strumien wody ze strzykawkij(WT = 2,50;
LP R = 15). Jedynie A. Kondracki opisal prawidlowo wplyw
dyszki na zjawisko wyplywu wody.

Zadanie 79 [Polaczenie zarówek w zyrandolu](WT = 1,27;
LP R = 18). Zadanie to wypadlo dobrze (naj nizsza wartolfcWT).
Tylko niektórzy autorzy poprawnych rozwiazan (A. Borowski
- sprawdzil doswiadczalnie, J. Lipkowski, B. Mikielewicz,
R. Musial, A. Sikorski) wspomnieli o zaleznosci oporu
zarników od temperatury.

Zadanie 81 [Wyznaczanie stezenia kwasu](W1: = 1,65;
LP R = 19). W. Peisert i Dz. L'ipniacki przedyskutowali
wplyw bezwladnosci cieczy na ruch plywaka (Dz. Lipniacki
wykonal doswiadczenie). A. Sikorski zwrócil uwage na to, ze
zaleznosc gestosci kwasu od stezenia nie jest scisle liniowa. W
rozwiazaniach wystepuja rózne okreslenia stezenia; wiekszosc
os6b brala stosunek masy kwasu do masy roztworu.

Zadanie 82 [Swiatlo przechodzace przez szklany pólwalec]
(WT = 2,47; LP R = 10). W niekt6rych rozwiazaniach
(A. Sikorskiego, T. Wietechy, J. Lipkowakiego,
B. Musiala, R. Musiala) podano wyrazenia okreslajace
stosunek powierzchni bocznej, z jakiej swiatlo wychodzi,

Krzyzak

Litew8cy i lotewscy drwale w chwilach wolnych od pracy
wycinali z drewienek szesc patyczków takich jak na
rysunku obok, a nastepnie dawali je dzieciom, by te zlozyly
z nich nierozpadajacy sie krzyzak. A nie jest to latwe.
Prosze samemu wyciac i zlozyc.

Potem podobna zabawke (wykonana z plastyku)
sprzedawano u nas w kioskach Ruchu. Kiedy porównalismy
oryginalna drewniana zabawke z jej plastykowym
odpowiednikiem, okazalo sie, ze nie sa one jednakowe.
Róznia sie ksztaltem dwóch patyczków. Powstaje zatem
pytanie, czy istnieje moze jeszcze wiecej wersji?

Dokladniej: na ile sposobów mozna wyciac 6 patyczków
w taki sposób, by mozna z nich bylo zlozyc nierozpadaja,cy
sie krzyzak nie majacy luk we wnetrzu?

Opracowal M. K.
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do calej powierzchni bocznej p6lwalca, jako funkcje
wsp6lczynnika zalamania. T. Wietecha dolaczyl nawet program
komputerowy sporzadzajacy wykres tej funkcji.

Zadanie 83 [Napelnianie dziurawej beczki](WT = 2,40;
LP R = 10). Dobre rozwiazania nadeslali T. Wietecha,
P. Bala, A. Borowski, P. Jungiewicz, B. Mikielewicz,
B. Musial, P. Gworys, J. Lipkowski, L. Motyka
i A. Sikorski. A. Gluza zauwazyla, ze identyczne zadanie bylo
juz w Delcie (nr 1/1976, zad. F 25). Niestety, zamieszczone tam
rozwiazanie jest obarczone bledem rachunkowym i prowadzi do
mylnego wyniku.

Zadanie 84 [Rzut pilka ponad sciana](WT = 3,00; LP R = 8).
Zadanie to mialo najwyzszy wspólczynnik trudnosci. Sposród
autor6w dobrych rozwiazan (P. Bala,J. Lipkowski,
Dz. Lipniacki, A. Borowski, B. Musial, A. Sikorski,
T. Wietecha, L: Motyka) nikt nie zauwazyl wystepowania
drugiego "obszaru cienia" w wiekszej odleglosci od sciany,

Zadanie 85 [Kondensator na sprezynkach](WT = 1,87,
LP R = 13). W wiekszosci rozwiazan przyrównano energie

, 2

naladowanego kondensatoraE" = ~ ~ (E - przenikalnosc
elektryczna powietrza) do energii rozciagnietych sprezynekE. =
= 4k~. Najlepsze rozwiazania tego typu przyslali M. Karas,
A. Borowski, B. Mikielewicz i P. Perkowski.

Zadanie 87.[Obrót kosmonauty](WT = 2,27, LP R = 8).
Autorzy prawidlowych rozwiazan (K. Osipowicz, P. Bala
L. Motyka, W. Peisert, A. Sikorski, R. Wencel,
A. Borowski, A. Surma) na og6l proponuja okrezne ruchy
rekoma.

Zadanie 89 [Zawieszanie szafki](WT = 2,48, LP R = 7).
Zaledwie 7 dobl'Ych rozwiazan (Zb. Kapaly, A. Sikorskiego,
Dz. Lipniackiego, R. Musiala, M. Karasia,
J. Lipkowskiego, A. Wronskiego) wiaze sie z mala liczba
nadeslanych prac, na co mialo wplyw powazne opóznienie sie
majowego numeruDelty.

Propozycje ewentualnych temat6w prac na Konkurs
Uczniowskich Prac z Matematyki zamieszczamy od numeru
3/1988 (z pominieciem numer6w 6 i 12 z 1988 roku oraz l, 6,
7 i 8 z roku 1989). Oczywiscie, chetnie widzimy prace równiez
na inne tematy.'
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