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Podstawiajac we wzorze (3)an = (n + 1).\:+1 i bn = 1
otrzymujemy

I:

(n + l)Hl= f I: (~t:) (n + 1)1:-',
;=0

(1)

(2)

(4)

n

gdzie pochodna ciaguan zostala obliczona przez
zrózniczkowanie rozwiniecia wyrazu an+l w dwumian
Newtona. Mamy wiec, wobec wzoru (2),

(n + l)k+l =

'= (kil) S: + (1:;1)S:-l + o o o + (:t~)S~ + C ,
co pozwala obliczycS: rekurencyJnie za pomoca
S:-l, . o., S~, gdyz podstawiajac n = 1 i k = O

stwierdzamy, zeC = 1.

1=1

Dalsze uproszczenie obliczaniaS: mozna uzyskac, jesli sie
zauwazy, ze

(5) (k + 1) .S: = nHl + Al" nk + o •• + Al: . n,
gdzie wspólczynniki Al, o •• , Al: nie zaleza odn,
zaleza tylko odk. Wzór (5) uzyskuje sie ze wzoru (4)
indukcyjnie.

Zgodnie ze wzorem (5) mamy

(k + 1)' S:+l = (n+ 1)1:+1+Al(n+ 1)1:+ .. 0 +AI:(n+ '1),'
co po odjeciu (5) daje

(k + l)(n + 1)1:= (n + 1)1:+1_ nHl) +
(6)

+ Al (n + l)k - nk) + .. o + AA:(n + 1) - n).
Z drugiej strony, zgodnie z dwumianem Newtona, mamy

(n + l)m = nm + (7) nm-l + .. o + (":~Jn + l.
Pozwala to obliczyc wspólczynniki wystepujace we wzorze
(6). Mamy wtedy, dla kazdegoi= 1,2,. o o, k

(k+l)(~)=

= (~t:) + Al ' (~) + A2 • (~=:)+ o o. + A, (1:-;+1) .
Przenoszac wyrazy nie zawierajace wspólczynnikówAm

na lewa strone i dzielac przez(~t:) otrzymujemy dla
dowolnego k

(7) i = (iii) Bl + (i~l) B2 + o •• + ('11)B"

gdzie B, = A,/ (ktl). Jesli ten rezultat polaczymy ze
wzorem (5), otrzymamy

+ (k;l) B2nk-l + ... + (kt!) Bkn,

gdzie wspólczynniki Bm dane sa rekurencyjnie wzorem (7).

Przytoczony wzór na calkowanie ciagów przez czesci
pozwala. np. na obliczenie sum

l! . 1 + 2! ·2 + o •• + n! . n,

1 ·2 + 2 ·3+ ..o + n . (n + 1) ,
albo takich sum funkcji trygonometrycznych, jak

cosO + cosa + cos2a + ... + cosna ,
sin O + sin a + sin 2a +o •• + sin na ,

ale szczególów ani wyników nie podaje, by nie psuc
przyjemnosci Czytelnikom.

Mozna sprawdzic, ze wzory na pochodna sumy i róznicy
ciagów oraz iloczynu ciagu przez stala sa takie same, jak
dla funkcji zmiennej rzeczywistej. Pozwala to na podanie
bezposredniego wzoru nak-ta pochodna ciagu

.\:

(I:) "'(1:) ()ian = ~ i an+l:-i' -1 ,
i=O

.=1

co sprawdza sie indukcyjnie.

Natomiast inne sa juz wzory na pochodna iloczynu
i ilorazu ciagów

(an . bn)(l) ~ a~l) .bn + an . b~l) + a~l) . b~l) ,

( an) (l) = a~l) , bn - an . b~l)bn b~ + bn . b~l)

Sprawdzenie np. pierwszego z nich jest nastepujace

(an . bn)(l) = an+l . bn+l - an . bn =
= an+l .bn+1 - an+l .bn + an+l . bn - an . bn =

= an+l . b~l) + a~l) . bn = (a~l) + an) . b~l) + a~l) . bn =

= a~l) .b~l) + an . b~l) + a~l) .bn .

Konsekwencja przyjecia podanej wyzej definicji pochodnej
ciagu jest przyjecie definicji:

ciagiem pierwotnI/m ciagu (an) nazywaml/ taki ciag (f an),

. (f ) (l)ze an = an,

co daje, po prostej indukcji,
n-l

fan = I: ai + C.

n
Jako przyklad zastosowania tego wzoru obliczeS~ = I: ik•

1=1

W Delcie 2/1989 byla przedstawiona propozycja
rozwiniecia tytulowego tematu przy przyjeciu, ze

pochodna ciagu (an) jelt ciag(a~l») := an+l - an.

Natychmiastowa konsekwencja takiej definicji jest
rekurencyjny wror nak-ta pochodna ciagu

(a~Hl») = (a~I:»)(l).

Sposród licznych przykladów umieszczonych w mojej pracy
szczególnie interesujacy jest ciag geometryczny o ilorazie 2.

Mamy bowiem (a. 2n-l)(1) = a· 2n - a· 2n-l = a. 2n-l.
Oznacza to, ze jeslibn jest ciagiem geomet.rycznym
o ilorazie 2, tob~l) = bn, a wiec ciag ten zachowuje sie
analogicznie do funkcji eS.

Okazuje sie wiec, ze kazdy ciag mozna latwo calkowac.

Poniewaz inny jest wzór na pochodna iloczynu, wiec inny
jest tez wzór na calkowanie przez czesci

(3) an . bn = f a~l) .bn + fan . b~l) + f a~l) . b~l).


