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Szczeg6lowy regulamin Klubu 44 zamie~cili~my wDelcie 7/1990, a jego skr6t - we wszystkich
numerach, w których sa. zadania ligowe (tj. w tym roku z wyjllotkiem numer6w 11 i 12).
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Rozwi~zanla zada,n z matematyki. numeru 8/1990

Przypominamy tresc zadan:

2GM - rltJ~
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207. Liczby r'zeczywiste x, y, " spelniaja r6wnoU

x' + y' _ ,,' y' + ,,' - x' ,,'+ x' _ y'----- + ----- + ------ = l.
2xy 2y" 2"x

Dowie~c, ie dwa spo~r6d ulamk6w bedacych skladnikami lewej strony sa r6wne l
(a pozostaly -1).

Stad teza.

208. Zamiast ciagu(In) rozwazmy ciag funkcji(gn) okreslony wzorem rekurencyjnym

(1) gl(Z)=Z, gn+1(Z)'=zg,,(%) dlaz>O, n=1,2,3, ...

Ciagi (In) i (gn) sa zwiazane zaleznoscia

(2) !n(z)=gn(sinz) dlazE(0;1I'), n=1,2,3, ... ,

wynikajaca przez natychmiastowa indukcje wprost z definicji tych ciagów.

Przyjmijmy dodatkowo: go(z) = 1; oczywiscie, wzór (1) jest wówczas sluszriy i dla
n = O. Wykazemy przez indukcje, ze

(3) lim gu(z) = 1 dlak=0,1,2, ...%-0+

Dla k = O nie ma czego dowodzic. Przyjmijmy, ze relacja (3) zachodzi dla pewnego
k; mamy wykazac jej slusznosc zk zwiekszonym o 1:' Z zalozenia indukcyjnegog.k (z)
dazy do 1 przy z dazacym z pra.wej strony do zera, a wobec tego 1/2< g.k(Z) < 2 dla
z dostatecznie bliskich O, Stad, przez dwukrotne z~tosowanie wzoru (1),

(4) z%'/' < gu+.(z) < z%' dla z bliskich O.
Dla kazdego wykladnikap> Omamy, zgodnie z regula de I'Hospitala,

l· p l l' In z l' z -l 1 l' plm z n z = lm -- = lm ---- = - - lm z = O, '
%-0+ %-0+ z-P %-0+ _pZ-p-l P %-0+

207. Zachodzi latwa do sprawdzenia tozsamosc

Z2 + 1/ - Z2 1/ + Z2 - Z2 Z2+ Z2 - y2 (-z + y + z)(z - y + z)(z + y - z)---- + ---- + ---- -1 = ~---~--~~--~
2zy 2yz ~zz 2zyz

Skoro lewa strona ma byc równa zeruj jeden ,z czynników prawej strony musi byc
zerem. Jesli na przyklad z+ y - z = 0, to

y2 + Z2 _ Z2 (y _ z)2 _ Z2+ 2y2---- - ------- - 1
2yz - 2yz -

i pOdobnie

lim z%p= lim exp(zP lnz) =l.%-0+ %-0+

Zatem oba skrajne czlony nierównosci podwójnej (4) daza do 1 (przy z-+ 0+), wiec
i srodkowy musi dazyc do 1. To konczy indukcyjny dowód relacji (3).

Z (3) wynika natychmiast:

(5) lim g.k+'(Z)= lim zg.k(%)=0 dlak=0,1,2, ...%-0+ %-0+

Wobec zaleznosci (2) takie same sa tez wartosci granic prawostronnych w zerze
funkcji 'n: .

2+ Z2 - y2 _ 1z _ .
2zz

,208. Rozwazamy cill,g funkcji (I,,) okrelf1onych na przedziale (O; ••.) wzorem: l1(x) = sin x,
/,,+,(x) = (ilinxjJ"(%). Dla ka~dego n naturalnego wyznaczyc Iim /,,(x).

:1:_0+

, IGM(2GM - rltJ~)
_V~"' Ll.tJ. ,

"IVI

gdzie przez Ll.tJ. = tJ' - tJ. oznaczyli~my
przyrost predkosci konieczny do,
osiagniecia orbity kolowej ,w apogeum.

Ro.wl".anle .adanlor F 296.
Zalózmy, ze promien pierwszej orbity
wynosi r,. W ówczas predko~c rakiety
dana jest wzorem

Predko~c w apogeum tJ. bedzie,
oczywid'cie, mniejsza nizw perigeum.
Wystarczy teraz ponownie uruchomic'
silnik i przyspieszyc rakiete do
predkosci odpowiadajacei ruchowi
po orbicie kolowej o promieniu r.:
tJ' = ' ~. Obliczymy teraz za~6wnoV~
r2, j ak i U2. Z. zasad zac howania energii
i momentu pedu (obowiazujacych,
gdy nie dzialaja silniki) dostaniemy
naotepuja.ce r6wnosci:

GM tJ~ GM tJ~---+-=---+-,r, 2 - r. 2

Znajdujemy stad

__ ,.~v~
r~-2GM-"lV~'

tJ=JGM', r,

gdzie M jest masa Ziemi. W pewnym
momencie ustawiamy rakiete
równolegle do kie,runku jej predko~ci
i uruchamiamy silnik. W rezultacie
jego dzialania predkoU rakiety osiagnie
wartosc tJ, = tJ + Ll.tJl, natomiast
odleglo~c od Ziemi nie ulegnie zmianie.
Orbita stanie sie teraz elipsa o ognisku

w srodku Ziemi, przy czym (jak wynika
z zasady zachowania energii) punkt,
w którym znajduje sie rakieta po
ustaniu dzialania silników, bedzie
perigeum nowej orbity. Po uplywie
pewnego czasu rakieta przemielfci sie
do apogeum odleglego od srodka Ziemi
0"2·
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Przypominamy tresc zadan:
106. Statek o okresie wlasnym kolysania poprzecznego równym •. plynie z predko'cill,tt przez
fale oceaniczne o dlugo'cid, poruszajll,Ce sie z predko'cill,U. Przy spelnieniu jakich warunków
wystl\Pill, cztery rózne "wrazliwe kuray" statku, dla których dzialanie fal na statek bedzie
wzbudzalo jego drgania wlasne? Kura statku okrdlony jest przez wektortt.
106. Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony maall, sznurek (lub lancuszek) o dlugo'ci /,
zawieszony na jednym koncu, moze wykonywaf drgania poprzeczne o róznych czestotliw~ciach,
którym odpowiada rózna liczba wezlów (jeden z nich wystepuje zawsze w punkcie zawieszenia).

Czestotliw~ci takich malych drgad Sll,proporcjonalne do# (g - przyspieszenie ziemskie).
Obliczy/! - w sposób numeryczny - pierwsze cztery czestotliw~ci malych drgad tego sznurka,
przyj muj ll,C, ze poszczeg6lne elementy sznurka drgajll, harmonicznie z tll, sam" czestotliw~cill"
lecz z r6znymi amplitudami.

105. Predkosc statk)l wzgledem fal jest r6wnatt - ft.
Prostopadla do fal skladowa tej predkosci wynosi

vcosa - u,

gdzie a jest katem miedzy wektoram,ift i tt.
Spotkania statku z kolejnymi grzbietami fal beda
nastepowaly w odstepach czasu

t = d
vcosa - u

Aby moglo przy tym nastepowac wzbudzanie wlasnych
drgan statku o okresieT, powinien zachodzic warunek
t = ±T, kt6ry - po wprowadzeniu oznaczenia na okres fal
r = !-przyjmuje postac

(*) cos a = ;; (l ± f) .

"Wrazliwe kursy" odpowiadaja katom a spelniajacym
r6wnanie (*). Aby moglo miec ono cztery pierwiastki a,
musi zachodzic

1;;(l±f)I<1.
Wobec r > O, T > O oznacza to

l+~<!.
T u'

z czego wynika.
d

v> u+ 'j'
Jezeli maja byc wzbudzane drgania poprzeczne, obliczone z
r6wnania (*) katy nie powinny miec wartosci zbyt bliskich
00 oraz 1800• Ponadto dlugosc fald nie powinna byc
wieksza od rozmiar6w statku.

I drganie n = 20 A = 1,411
II = 50 A = 1,432
II = 100 A = 1,439
n = 200 A = l, 442

II drganie II = 50 A = 7,54
n = 100 A = 7,58
II = 200 A = 7, 60

III drganie n = 50 A = 18,50
n = 100 A = 18,63
n=200 A=18,68

IV drganie n = 100 A = 34,60
n = 200 A = 34,68
n = 500 A = 34,73

106. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze sznurek sklada sie zn punkt6w materialnych o

masie ~ odleglych od siebie o ~. Oznaczmy wychylenia kolejnych mas jako Zl ... Zn,
poczynajac od dolnego konca. Sila napiecia sznurka pomiedzy i-tym a(i + l)-szym
punktem materialnym ma (w przyblizeniu malego odchylenia od pionu) wartosc ~,
zas jej pozioma skladowa wynosi

(l) mgi Zi+l - Zi _ mgi(. _ .)
n l/n - l Z.+l z•.

Podstawiajac i = l mozemy przyr6wnac to wyrazenie do iloczynu masy ~
i przyspieszenia dolnego punktu al = -W2Zl. Po przeksztalceniach otrzymujemy

(A) w21(2) Z2 = l - fi' Zl, gdzie A = g'
Na kazdy z nastepnych punkt6w materialnych dzialaja dwie sily okreslone
r6wnaniem (l) - g6rna i dolna. Odejmujemy je

mgi(zi+l - Zi) _ mg(i - lHzi - zi-d
l l

i przyr6wnujac do ~(-W2Zi) otrzymujemy jak poprzednio

(3) Zi+1=I(Zi(2i-l-~)-Zi-l(i-l)).

W r6wnaniach (2) i (3) mozemy (skracajac po obu stronach zaleznosc od czasu dana
czynnikiem coswt) uwazac, ze Zi sa amplitudami drgan (z dopuszczeniem znaku
minus, jesli faza jest przeciwna). Schema~ obliczen jest nastepujacy: wybrawszy
na chybil trafil A podstawiamy za amplitude dolnego konca Zl = l, obliczamy Z2 z
r6wnania (2), a nastepnie kolejno Za ... zn+1 z r6wnania (3). Prawidlowej wartosciA
odpowiada Zn+l =O, tzn. nieruchomy g6rny koniec. W razie otrzymania Zn+l# O

nalezy skorygowacA i powt6rzyc rachunek od poczatku. Aby zorientowac sie z grubsza
w wielkosci i znaku niezbednej poprawki, a takze aby stwierdzic, ile wezl6w wystepuje
w rozpatrywanym drganiu, dobrze jest przedstawic Zi graficznie. Obliczenia moga byc
wykonane za pomoca komputera lub kalkulatora. Wyniki na marginesie.

Poniewaz f = :.. = {i./f, wiec zadany w tresci zad~nia bezwymiarowy wsp6lczynnik

jest r6wny {i..
Wykonujac pomiary czestotliwosci pierwszych dw6ch wahan lancuszka metalowego
o dlugosci okolo 30 cm, otrzymalismy wyniki zgodne z obliczonymi wartosciamiA,
z bledem nie przekraczajacym 5%.
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