
Przedstawiamy artykul, w którym Autor pisze o problemach
stanowiacych wazny kierunek badawczy wspólczesnej matematyki.
Podaje tez twierdzenie, w którego dowodzie wykorzystany jest
fragment jego niedawnej publikacji (z 1990 roku). Okazuje sie,
ze i o aktualnych badaniach naukowych mozna pisac zrozumiale.

Redakcja

o pewnym
mlodym
matematyku

Hiektóre flIBlkt~plezcz!jlll'j pol~cne
liniMi ze swoi~iobraI!ni v i/Mllucii (2)

a("(x,y),S(x,y» = x, fih(x,y),S(x,y» = y,

"(a(x,y),fi(x,y» = x, S(a(x,Y),fi(x,y» = y.

Marek (Mark) Kac urodzil sie
w Krzemiencu 16 8ierpnia 1914 roku
w rodzinie zydow8kiej. Jego ojciec uZY8kal
doktorat z filozofii na Uniwersytecie
Lipskim, a pózniej ukonczyl jeszcze studia
na Uniwersytecie Moskiewskim. Marek
Kac rozpocza,l nauke w domu, potem uczyl
sie w szkole zydowskiej, by w 1925 roku
wstapic do Liceum Krzemienieckiego.
Tam wlasnie, przed matura, napisal prace
stanowiaca temat naszego artykulu.

W latach 1931-35 studiowal matematyke
na Uniwersytecie Lwowskim. Juz podczas
studi6w zaczal wsp6lpracowac naukowo
z Hugonem Steinhausem. Wsp6lpraca ta
(dotyczaca funkcji stochastycznych i ich
zastosowan) trwala do 1938 roku (gdy
Kac wyjechal na stypendium do USA)
i (zdaniem 8amego Kac~) byla decydujaca
dla jego dalszej kariery naukowej.

W USA mlody doktor Kac kontynuowal
rozpoczete w Polsce badania wspólpracujac
z wieloma wybitnymi matematykami (np.
z van Kampenem, Erdosem, Wienerem).
W 1939 roku zostal zatrudniony w Comeli
University, gdzie przepracowal 22 lata
uzyskuja,c liczace sie w swiecie wyniki na
styku matematyki i róznych dyscyplin
przyrodniczych (glównie fizyki) oraz
technicznych. P6zniej kierowal wielu
innymi plac6wkami naukowymi. Zmarl
26 pazdziernika 1984 roku.

Nasz artykul dotyczy pewnego wydarzenia
z zY,l;iaprofes~ra Marka Kaca.

Delta miala szczescie zetknac sie
z Markiem Kacem w 1979 roku, gdy
bawil w Polsce z okazji przyznania mu
przez Polskie Towarzystwo Fizyczne
medalu imienia Smoluchowskiego.
Wreczylismy mu wtedy kilka numerów
naszego pisma. Szczesliwym trafem
bylo to przed jego bezsenna, noca -
kiedy nastepnego dnia poprosilismy go o
rozmowe, "byl na biezaco".Delta podobala
mu sie. W spiewnej kresowej polszczyznie
oswiadczyl, ze sam tez chcialby w Stanach
wydawac takie pismo, aletam nie znajdzie
"ie takiego wariata, kt6ry dalby na to
pieniadze.

Kac w istocie móglby wydawac takie
pismo. Byl bardzo interesujacym
popularyzatorem. Z jego prac na ten
temat najbardziej znany jest esejCZJI

moma ualy"zec ksztalt bebna?
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(3)

Ale moze jest to symetria przedstawiona w jakims innym ukladzie
wspólrzednych? Wyjasnimy to pojecie. Powiemy, ze wielomiany

a(x, y)

fi(x, y) .

tworza (algebraiczny, krzywoliniowy) uklad wspólrzednych na
plaszczyznie R2, jezeli istnieja, takie wielomiany"(x, y) i S(x, y), ze

::!'-B
1

-91'

-l

Uklad dwóch wielomianów dwóch zmiennych

(f(x, y), g(x, y»

okresla przeksztalcenie plaszczyznyR2 w nia sama. Nazwiemy to
przeksztalcenie inwolucja, jezeli jest swoja wlasna odwrotnoscia, inaczej
mówiac

Inwolucje i symetrie
o PRZEKSZTALCENIACH, KTÓRE SA SWOIMI WLASNYMI
ODWROTNOSCIAMI. PEWIEN NIE ROZWIAZANY PROBLEM.

Jerzy JURKIEWICZ

-3

J(f(x, y), g(x, y» = x oraz g(J(x, y), g(x, y» = y.

Latwo uog6lnic pojecie inwolucji tak, aby odnosilo sie do przestrzeni
trójwymiarowej.

Przykladem inwolucji jest uklad

(l) J(x,y) = y, g(x,y) = x,

czyli symetria wzgledem prostejx = y i w ogóle kazda symetria
plaszczyzny. Ale nie sa to jedyne inwolucje. Mozna, na przyklad, latwo
sprawdzic, ze uklad wielomianów

(2) (y + x2, x _ (y + X2)2)

tez jest inwolucja, chociaz nie jest symetri~.
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Wielomiany ~~::;: tworza takie uklad wsp6lrzednych, jak mówimy,
"odwrotny· do ukladu (3).

Zadanie 1. Sprawdzi~, ze

Algebraiczny uklad wspólrzednychp~::;~mozna tez uwazac za

przeksztalcenie plaszczyzny R' w nia sam",. Wtedy uklad ~:::;~ stanowi
przeksztalcenie odwrotne. Symetria (1), w ukladzie wspólrzednych (3),
staje sie przeksztalceniem R' w R', przeprowadzajacym dla dowolnych z
i y punkt (a(z,y),,8(z,y)) w punkt(a (y, z),,8(y, z)).

(4)
2:

11 - 2:'
jest ukladem wsp6lrzednych na pluzczybie.

Wsp6lrzednymi punktu (2,3) E R' w tym ukladzie sa 2 i 3 - 2'=-1.
A oto jak wyglada "siatka wspólrzednych- w tym ukladzie, to znaczy
zbiory {z = n} i {y - z, = m}, gdzie n i m przebiegaja liczby calkowite.

Na przyklad symetria (1) w ukladzie wspólrzednych (4) staje sie
przeksztalceniem danym wzorem (2). Widac stad, ze symetria po zmianie
ukladu wspólrzednych przestaje na ogól byc symetria. Natomiast kazda
symetria (i w ogóle kazda inwolucja) w dowolnym ukladzie wspólrzednych
pozostaje inwolucja. Stad mamy naturalne pytanie: Czy kazda inwolucja
plaszczyzny przedstawia symetrie w pewnym ukladzie wspólrzednych?

Odpowiedz brzmi: tak, z tym ze trzeba dopuscic takze symetrie wzgledem
punktu i symetrie wzgledem calej plaszczyzny, czyli przeksztalcenie
tozsamosciowe. Natomiast dotychczas nie wiadomo, czy

kazda inwolucjaprze,trzmi tr6jwymiarowej przed8tawia ,ymetrie
(5) (wzgledempunktu, proltej, plaszczyzny lub calej prze,trzmi)

w pewnym algebraicznym ukladzie w,p6lrzednych wR3•

W kazdej symetrii co najmniej jeden punkt pozostaje staly. Otóz okazuje
sie, ze te wlasnosc maja wszystkie inwolucje, co jest pewnym argumentem
na korzysc hipotezy (5).

Zadania

2. Wykaz, ze kazde ciagle przeksztalcenie prostej, które jest swoj", wlasna
odwrotnoscia, ma punkt staly na tej prostej.

"W zyciu wiele razy silnie angazowalem
sie emocjonalnie w rozwiazywanie
problemów naukowych. Nigdy jednak
nie pracowalem tak zapamietale
i goraczkowo, jak latem 1930 roku.
Wstawalem wczesnie rano i prawie
nie tracac czasu na posilki spedzalem
cale dnie na zapisywaniu ryz
papieru wzorami matematycznymi.
Zaniedbalem zupelnie zycie
towarzyskie - przestalem widywac sie
z przyjaciólmi, nawet nie umawialem sie
na randki. Zreszta i tak jakakolwiek
rozmowa ze mna byla pozbawiona
sensu, bowiem odpowiadalem wylacznie
monosylabami.

Pozbawiony strategii, zapalalem sie do
przypadkowych pomyslów, które czesto
okazywaly sie daremnymi wysilkami,
prowadzacymi w slepe uliczki.-

Na rozwiazanie problemu poswiecil
wakacje. Pracowal ciezko i z wielkim
napieciem, by uzyskac w kolicu
upragnione formuly. Tak pisze o tym we
wspomnieniach:

We wspomnieniach Enigma, ol
chanceMarek Kac opisuje wydarzenie,
które spowodowalo, ze zostal
matematykiem. Kiedy byl uczniem
IlIkoly sredniej, program matematyki nie
przewidywal rozwiazywania równali stopni
wyzszych niz dwa. Kac zainteresowany
problemem zajrzal do podrecznika i w
rozdziale dotyczacym równali stopnia
trzeciego natrafil na rozwiazanie nie
zawierajace jednak ani slowa na temat,
w jaki sposób sie do niego dochodzi.
Potraktowal to jako wy.zwanie i postanowil
sam dotrzec do wyprowadzenia wzorów.

Na poczatku roku szkolnego przedstawil
nauczycielowi matematyki rekopis
zawierajacy efekty pracy. Nauczyciel,
po wnikliwym przeczytaniu, poradzil
mu wyslac manuskrypt do pismaMlody
Matematyk. Po kilku miesiacach szkole
Kaca odwiedzil wizytator Ministerstwa
Wyznan Religijnych i Oswiecenia
Publicznego, Antoni Marian Rusiecki,
bedacy równiez redaktorem naczelnym
Mlodego Matematyka. Kac dowiedzial
sie wtedy, ze redakcja postanowila
opublikowac jego artykul, poniewaz
pomimo poczatkowego przekonania,
iz jego metoda jest znana, bezowocne
poszukiwania w literaturze doprowadzily
do uznania jej za now",. W czasie rozmowy
wizytator Rusiecki stwierdzil, ze Kac
powinien studiowac matematyke, gdyz
niewatpliwie ma talent.
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3. Wybi, je kaida inwolucja prostej (ladana pojedyncsym wielomianem
jednej Imiennej) jelit symetrill" (lub tojsamokil\).
4. Wybi, je kaida inwolucja plaslclYlny wyraiona dwoma wielomianami
stopnia pierwuego prsedstawia symetrie w pewnym ukladlie
wsp6lrlednych.

Podam teral dowód hipotezy (5) w prlypadku, gdy inwolucja ladana jest
wielomianami stopni ~ 2. Wymiar przestrzeni, kt6rl\ olnaczymy prlelV,
nie jest istotny. Dowód jest w zasadlie elementarny, wymaga jednak
pewnej wprawy w poslugiwaniu sie prseksztalceniami wielomianowymi .

Skoro wiadomo, ie inwolucja ma punkt staly, to mozemy przyjl\c, ze jest
nim poczl\tek ukladu wsp6lrzednych. Inwolucje mozna wtedy zapisac
w postaci L + D, gdzie w sklad L wchodzl\ wyll\Cznie jednomiany
stopnia l, a w skladD jednomiany stopnia 2. Oznaczmy jeszcze przezI
tozsam~c naV. Z okre~lenia inwolucji mamy

(L + D) ° (L + D) = I.

(W dalszym ciagu symbol "o" oznaczajll"cy skladanie przeksztalcen
bedziemy pomijac.) Wynika stl\d, zeLL + LD + D(L + D) = I
(uwaga: L(L + D) = LL + LD, ale D(L + D) =F DL + DD; dlaczego?).
Przyr6wnujl\C jednomiany tego samego stopnia po obu stronach mamy

LL=I oraz LD=-D(L+D).

Lewa strona ostatniej r6wno~ci sklada sie z jednomian6w stopnia 2.
Natomiast po prawej stronie, po rozwinieciu wszystkie jednomiany
stopnia 2 dadzl\ w sumie-DL. Sh,d LD = -DL i DL = D(L + D).
8kladajl\c obie strony tej r6wno~ci prawostronnie zL dostajemy D =
= D(I + DL). Dopisujl\c do obu stron(I + DL) mamy D(I + DL) =
= D(I + DL)(I + DL) = D(I + DL + DL(I + DL» = D(I + DL-
-LD(I + DL» = D(I + DL - LD) = D(I + DL + DL) i ostatecznie
D = D(I + 2DL). Postepujl\c tak dalej dochodzimy do r6wno~ci
D = D(I + m DL) dla dowolnej liczby naturalnej m. Rozwazmy
pomocniczo uklad wielomian6wD - D(I + t DL) zmiennej t. Wszystkie
liczby naturalne Sl\ pierwiastkami kazdego z tych wielomian6w!
Ale wielomian (jednej zmiennej) nie moze miec nieskonczenie
wielu pierwiastk6w, chyba. ze jest zerowy. Wtedy kazda liczba,
w szczeg6lnoki t = 1/2, jest jego pierwiastkiem. ZatemD = D(I + lDL).
Chcemy uzyc ukladu wielomian6w1+ lDL jako ukladu wsp6lrzednych.
W tym celu wskazemy uklad odwrotny: jest nim1- lDL. Istotnie,
(I - lDL)(I + lDL) = 1+ lDL - lDL(I + lDL) = 1+ lDL +
+jLD(I + lDL) = 1+ lDL + lLD = 1+ lDL - jDL = I. Wybierajll"c
teraz t = -1/2 zamiast t = 1/2 obliczamy w ten sam spos6b, ze r6wniez
(I + lDL)(I - lDL) = I.

Podobne rozumowanie prowadzi do r6wno~ci

(L + D)(I + iDL) = (I + iDL)L,
która oznacza

"Przeksztalcenie L staje sie w ukladzie wspólrzednych1+ lDL
przeksztalceniem L + D" .

Nalezy jeszcze, korzystajl\C z tozsamo~ciLL = I, znalezc symetrie,
która w pewnym ukladzie wsp6lrzednych przyjmowalaby postac
przeksztalcenia L. Niech VI oznacza podprzestrzen punktów stalych
w V wzgledem przeksztalceniaL, a V2 podprzestrzen zlozonl\ z takich
punktów p, dla kt6rych L(p) = -p. Kazdy punkt p E V mozna przedstawic
jednoznacznie w postaciPl + P2, gdzie Pl = Hp - L(p» E VI, a P2 =
= Hp + L(p» E V2 (jak mówimy, V jest sumll"prostl\ VI i V2). Niech
kI, k2 oznaczajl\ wymiary przestrzeniVI i V2. Niech I = (h, /2, ... ,Il:J
i g =!(gl, g2, ... ,gl:,) bedl\ dowolnymi ukladami wspólrzednych wVI i V2
odpowiednio. Wtedy przekszdlcenieh : Rl:l +1, -+ V ptzeprowadzajace
punkt (Zl' ... ' Zl:l' Y1,.•. , Yl:,) W1-1(zl, ... , Zl:l) + g-,i1(Y1,••. , I/l:,) tez
jest ukladem wspólrzednych, tym wlasnie, którego szukamy. Natomiast
potrzebna nam symetria wR l:1 +1, bedzie przeksztalcala kazdy punkt
(z, 1/)= (Zl, ... ,Zl:lIY1, .•• ,Yl:,) w (-z, 1/)= (-Zl, .•• ,-Zl:1I1/1, .•• ,I/l:,).
Istotnie, przeksztalcenieL przeprowadza punkty h(z, y) w11.( -z, y), czyli
L przedstawia symetrie w ukladzie wspólrzednychh, co konczy dow6d
twierdzenia.
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W kilka miesiecy p6tniej wMlodym
Matematyku ukazal sie nastepujl\Cy artykul.

Marek KatZ(na zyczenie autora
redakcja Mlodego Matematvkazastosowala
takl\ wersje pisowni nazwiska)

o nowym sposobie
• •

rOZWIazywanIa
równan stopnia
trzeciego
Chcl\c rozwil\Zac r6wnanie Z3 + az2 + bz +
+c = o, podstawiamy l

z = z --a3
i otrzymujemy r6wnanie, pozbawione
drugiej potegi niewiadomej :

(l) Z3 + pz + q = O,

gdzie P i q Sl\ wyrazami, zaleznemi oda, b

i c. Pragne tu podac pewien - jak mi sie
wydaje - nowy sposób rozwil\Zywania
r6wnan typu (l).

Spos6b m6j polega na znalezieniu takich
liczb A, B, m, n, aby przy kazdej wart~ci
z byla spelniona r6wno~c

(2) z3+pz+q=A(z+m)3-B(z+n)8.
Wtedy otrzymamy r6wnanie w postaci

(3) A(z + m)3 - B(z + n)3 = O

i latwo je bedzie rozwil\Zac; zauwazmy
bowiem, ze lewa strona r6wnania rozklada
sie na czynniki:

A(z + m)3 - B(z + n)3 =

= [{IA(z + m) - {Iij(z + n)] X

X [{IAi(z + m)2 + (/AB(z + m)(z +n)+

+W(z+n)2] .

Przyr6wnywajac ten iloczyn do zera, mamy
dwie mozliw~ci:

(4) {IA(z+ m) - {Iij(z + n) = O,

(5) {IAi(z + m)2+

+ (/AB(z + m)(z + n)+

+ W(z+n)2 =0.

Jak widzimy, z r6wnania (4) latwo bedzie
znalezc jeden z pierwiastków danego
równania (l).

Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb
A, B, m i n. Rozwijajl\C prawa strone
równo~ci (2), otrzymamy:

Z3 + pz + q T'

= (A - B)Z3 + 3(Am i_ Bn)z2+

+3(Am2 - Bn2)z + (Am3 - Bn3) .

Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej
przybierajll" przy kazdej wart~ci tej
zmiennej r6wne wart~ci, to wspólczynniki



prsy odpowiednio "równych potegach
Imiennej mUllla byc równe:

A-B=l,
Am-Bn=O,

2 B 2 lAm - n =-1'3 '
Ams -Bns =q.

Mamy rozwiazac uklad 4 równan z 4
niewiadomemi. Z pierwszego równania
wyznaclamy A = B + l i podstawiamy do
pozostalych równan:

B( m - n) + m = ° ,
l

B(m2 _ n2) + m2 = _p,3
B(mS _ na) + ma = q.

Wyznaczamy teraz zespólB(m - n) = -m
i podstawiamy do dwóch ostatnich równan:

-m(m + n) + m2 = !.p,3
-m(m2+mn+n2)+ma =q.

Po uproszczeniach otrzymujemy:
l

mn = -31',
3qm+n= -,l'

przyczem zakladamy, ze l'=F o.
(Przypadek, gdy l'= 0, daje równanie
za + q = 0, którego rozwiazanie nie nasuwa
trudnosci).

Wartosci m in znajdziemy jako pierwiastki
równania kwadratowego

( ) 2 3q l~6 u - -u - -I' = O.l' 3
J~zeli sie okaze, ze równanie to ma
wyróznik dodatni, to posiada ono dwa
pierwiastki nier6wne. Przyjmujac
jeden z nich za m, a drugi zan, latwo
bedziemy mogli wyznaczyc wartosciA i
B, mianowicie

-m -nB=--, A=--.m-n m-n
Podstawiajac te wartosci do równania (4)
i mnozac to równanie obustronnie przez
?Im - n, otrzymamy równanie

-?'n(z + m) + {Im(z + n) = O.
Stad mamy po uporzadkowaniu równanie
w postaci:

({Im ~ ?'n)z = m?'n - n {Im .
Przeksztalcajac prawa strone, bedziemy
mieli:

( {Im - ?'n)z =
= {Imn( {Im - ?'n) ( {Im + ?'n) "

a wiec ostatecznie bedziemy mieli

(7) z = {Imn( {Im + ?'n) .
Podstawiajac do tego wzoru wartosci m i
n, wyznaczone z równania (6), otrzymamy
wzór, znany pod nazwa wzoruCardana.
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Brakuje nam liter
Tomasz M. RUSIN

Czy zauwaiyliscie, jak czesto w problemach fizycznych (chocby tych
publikowanych wDelcie) snalejc mozna sformulowanie w rodzaju "punkt
materialny o masie m porusza sie z predkoscia v ..."? Wydawac by sie
moglo, ze oznaczenie masy jakakolwiek inna litera niz· m ]est po prostu
niemozliwe! Skad bierze sie-takie przywiazanie fizyków do pewnych
oznaczen? Cóz, po czesci jest to kwestia wygody i przyzwyczajenia.
Po czesci jednak problem jest .nieco bardziej skomplikowany i ma wszelkie
cechy problemu "zbyt krótkiej koldry".

Gdy powstawala fizyka w jej obecnym ksztalcie, pojawily sie pojecia
takie, jak predkosc, sila, czas. Ich nazwy kojarzyly sie z potocznymi
okresleniami, których uscislenie stanowily. Jednoczesnie, dla wygody,
w rozmaitych równanjach zastepowano same pojecia ich symbolami.
Symbolami tymi byly na ogól pierwsze litery odpowiednich nazw;
z przyczyn historycznych byly to nazwy angielskie(t1 - velocitll, predkosc,
f - lorce, sila, a - acceleration,przyspieszenie itp.). I tak symbole zrosly
sie z pojeciami stajac sie niemal ich synonimami. Na przeszkodzie tej
idylli stanela jednak sama przyroda, która nieublaganie dostarczala wciaz
nowych i nowych zjawisk. Do ich opisu zas niezbedne byly nowe pojecia,
coraz czesciej nie znajdujace swoich odpowiedników w mowie potocznej.
Przed fizykami pojawil sie wiec nowy klopot: jak nazwac, ale i jak
oznaczyc to, co juz odkryli. Oznaczenie takie powinno byc kr6tkie, ale
jednoznaczne, dopuszczajace przy tym rózne warianty tej samej wielkosci.
Przykladem moze tu sluzyc oznaczenie funkcji falowej ~ mechanice
kwantowej, dla którego zarezerwowano grecka literet/J. W zaleznosci od
kontekstu piszemyt/J(t) , t/JI(t), t/JHt) itp.

Przyklad ten pokazuje zreszta cos nowego: oprócz samego symbolu mamy
tu takze wskazniki, kt6re precyzuja, co dany symbol oznacza. Wskazniki
moga wystepowac w czterech polach otaczajacych symbol:

E]X0~ El
Obecnosc wskazników w kazdym z tych pól odczytujemy inaczej. Gdy
wskaznik umiescimy w polach l lub 2, bedziemy miec do czynienia z liczba
masowa lub atomowa pierwiastka X (na szczescie, prawie nikt poza
fizykami jadrowymi w tych polach niczego nie zapisuje). Znacznie gorzej
sytuacja wyglada dla wskaznika umieszczonego w polu 3. Liczba 2 tam
znajdujaca sie moze np. oznaczac zarówno kwadrat liczby z (tzn.Z2=Z'Z),
jak r6wniez druga skladowa wektora(Zl, Z2, ZS). Gdyby~my natomiast
ujeli dwójke w nawiasy, (2), niemal kazdy rozpoznalby druga pochodna

funkcji X (X(2) = dd:2X). Pole 4 zasluguje wreszcie na nazwe smietnika
- wrzuca sie tam wszystkie mozliwe indeksy. Zapis BI moze oznaczac
indukcje pola magnetycznego BI (np. pochodzaca od pierwszego zródla),
ale takze i pierwsza skladowa wektora B= (BI,B2,Bs).

Indeksy w symbolach wielkosci fizycznych to nie jedyna moiliwa
komplikacja. Czesto pojawiaja sie tam dalsze "ozdobniki": gwiazdki(X·),
kropki (X), kreski (X), daszki (X), falki (X), strzalkI (X) i wszelkie
mozliwe ich kombinacje. Prowadzic to moze do zabawnych nieporozumien.
Wezmy np. operacje "kropkowania", czyli rózniczkowania wzgledem czasu

(X = ddX) i rozwazmy natezenie prad~ elektrycznego zwykle oznaczanet .' .
w elektrotechnice literai. Co oznacza zapis'i? Na dodatek i jest takze
matematycznym symbolem jednostki urojonej. Konia z rzedem temu, kto
rozszyfruje r6wnanie

ii + i = i(l + 2i)2.

O tym, ze nie sa to problemy az tak nieistotne, jak nam sie czesto wydaje,
mozna przekonac sie czytajac dowolny akademicki podrecznik fizyki.
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Jak zaradzic brakowi odpowiedniej liczby symboli? Narzucajacym sie
sposobem jest uzycie oznaczen wieloliterowych. Ale (niestety) fizycy sa.
leniwi i nie lubia, dlugich symboli. Mamy wiec bledne kolo. Jednak, byc
moze, istnieje wyjscie z tej sytuacji. Nic nikomu nie sugeruja.c zauwazmy,
ze w jezyku chinskim wystepuje okolo 50 000 znaków pisarskich ... A tych,
którzy pomysla, ze zartuje, odsylam do ksiazki Bohra i Mottelsona
Struktura jadra atomowego.

PS. Zachecam Czytelników do uzupelnienia zamieszczonej statystyki.
Mozna tez poszukac wzorów funkcji (cia,glych) najlepiej przyblizajacych
wykresy.

za -7z + 6= O,

mamy wiec wartosci: p = -7, q = 6.
Równanie (6) przybiera postac

:J 6 7u + -u+ - = O7 3 .

. 3qm=n=-.
2p

Ale w tym przypadku wzór (7) przybiera

postac z= 3q , i nietrudno sprawdzic
p

przez bezposrednie podstawienie,
ze wzór ten daje pierwiastek
równania (1).

W przypadku, kiedy wyrazenie (8) ma
wartosc ujemna, m i n nie sa. liczbami
rzeczywistemi. Zachodzi tu przypadek,
znany pod nazwa,CIUIU irreducibilis,
- tem osoMiwy, ze w tym przypadku
równanie trzeciego stopnia posiada trzy
pierwiastki rzeczywiste, ale nie mozna
ich wyznaczyc droga algebraiczna.
Rzecz jasna, ze i metoda, opisana przez
p. M. Katza, zawodzi w tym przypadku.
W samej rzeczy, równanie

(z - l)(z - 2)(z + 3)= O

posiada trzy pierwiastki: +1, +2, -3.
Rozwijaja,c lewa strone, otrzymujemy
równanie

Latwo sprawdzic, ze równanie to nie
posiada pierwiastków rzeczywistych, a
wiec nie mozna wyznaczyc rzeczywistych
wartosci m i n, skad jednak nie wynika,
by dane równanie trzeciego stopnia nie
posiadalo pierwiastków.

Redakcja M/tJdego Matematyka

opatrzyla artykul Marka Kaca
nastepujacym komentarzem.

Udzielajac miejsca sposobowi,
przedstawionemu przez p. Marka Katza,
który jest uczniemvm klasy gimnazjalnej
Liceum Krzemienieckiego, Redakcja musi
dodac kilka uwag.

Autor artykulu ograniczyl sie do
rozwazenia przypadku, kiedy wyróznik
równania (6) jest dodatni, czyli przypadku,
kiedy wyrazenie

(8) (iqf + upr
ma wartosc dodatnia.. Z teorji równania
trzeciego stopnia wiadomo, ze w tym
przypadku równanie (1) posiada jeden
pierwiastek rzeczywisty. Metoda, opisana
w artykule, odnosi sie do znalezienia tego
pierwiastka.

W przypadku, kiedy wyrazenie (8) jest
zerem, wyróznik równania (6) jest zerem,
a wiec równanie to-posiada pierwiastek
podwójny:

~.:*: Duza litera

.•.
Mala literay z

oznaczen na litere
oznaczen na litere
oznaczen na litere

pqrstuvwxg h I I k

Litery lacinskie

55 srednio 2,11
50 srednio 1,92

105 srednio 4,04

10 srednio 0,40 oznaczen na litere
41 srednio 1,84 oznaczen na litere
51 srednio 2,00 oznaczen na litere

Litery greCkie&iBdHb I ~
z H '9 I K'~ M N !l o n p .;;. T y .; x q.r~' lm Duza literal; T] a L K t.. I! v 1; o " p (J ~ " l x 'I> Ol D Malal~era

Liczba duzych liter

Liczbamalych liter
Razem

Liczba duzych liter

Liczba malych liter
Razem
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ElU lU
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Czasem az zal autora, który usiluje zapisac wzór typu
energia pola 1 .. :J

. d ka b' s' = -(natezeme pola elektrycznego) ,Je nost o JetoCI 2
dobieraja,c rózne znaczki przypominaja.ce litereEl Sek jednak w tym,
ze jednoznacznosci jednoliterowych oznaczen nie da sie po prostu osia,gnac.

Zamieszczone wykresy pokazuja. statystyke uZywalnosci rozmaitych liter
(greckich i lacinskich) jako standardowych symboli wielkosci fizycznych
w kilku podrecznikach fizyki. Jak wynika z wykresów, najwiecej uzywa
sie do oznaczen liter lacinskich - 105, z czego 65 przypada na duze i 50
- na male litery. Srednio kazda wielka litera "zajmowana jest" przez 2,17
pojec fizycznych, mala - przez 1,93 pojec. Najwiecej pojec przypada
na litere c - 7, najmniej na o -O (zapewne, aby unikna.c mozliwosci
pomylenia z zerem). Na tle liter lacinskich uzycie liter greckich prezentuje
sie znacznie skromniej. O ile liczba oznaczen malymi literami(41)
jest porównywalna z analogiczna. liczba dla alfabetu lacinskiego, to
juz dla duzych liter nastepuje prawdziwy krach (tylko 10 przypadk6w
zastosowania). Ogólna charakterystyka wykresu przypomina nieco funkcje
/(z) = Isinzl z maksimum dla litery(J' (6) i minimum dla ',O,t! (O).
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Poproszony(j skomentowanie tegoz
tekstu proflCsor Andrzej Schinzel napisal:

"Podana metoda prowadzi latwo do
wyznaczenia wszystkich pierwiastków
równania (l). W tym celu nalezy
zauwazyc, ze jeslip jest pierwiastkiem
pierwotnym trzeciego stopnia z l, to
równanie (5) jest r6wnowazne
alternatywie

3r. '317'>vA(z+m)-p'vB(z+n)=O (i=±l),
przy czym wartosci ~ iW traktujemy
jako ustalone. Podstawiajac, jak to zrobil
autor notatki,

-m -nB=--, A=--,
m..,-n m-n

gdzie m, n sa pierwiastkami równania (6),
i mnozac przez{Im - n otrzymamy

- {In(z + m) + pi -er,n(z+n) = O.
Stad

(pi -er,n- {ln)z = m {In - npi -er,n=
= -etmnl-er,n - {lnp~i][ -er,n+ {lnp~i]..,

i ostatecznie

z = ~(p-i {Im + pi {In), (i = ±l).
Przypadek i = O odpowiada równaniu (4)
rozpatrzonemu przez M. Kaca. Bioraci =
= O, ±l otrzymujemy wszystkie pierwiastki
równania (l) równiez i wtedy, gdy
wyróznik równania (6) jest niedodatni."

Wbrew 'pozorom komentarzMlodego

MatematlIka i przytoczony, wspólczesny
komentarz profesora Schinzla nie sa,
sprzeczne.

Juz od momentu opublikowania wzorów
Cardana bylo wiadomo, ze pozwalaja
one na znalezienie pierwiastków równiez
dla Calu.! irreducibili" ale przy przejsciu
podczas obliczen przez rachunki na •
liczbach zespolonych. A to uwazano za
metode "podejrzana".

Okolo 1600 roku zostal znaleziony (przez
Franc;ois Viete) sposób na rozwiazanie
Calu.! irreducibili, w obrebie liczb
rzeczywistych - przez odpowiednie
podstawienie trygonometryczne. I uwagi
redakcji Mlodego MatematlIka dotycza
spostrzezenia, ze rachunki Marka Kaca
takiej mozliwosci nie stwarzaja.

Profesor Andrzej Schinzel natomiast
zwraca uwage na fakt, ze dopuszczajac
rachunki na liczbach zespolonych mozna
dojsc do rozwiazania Calu.! irreducibili,
równiez droga zaproponowana przez
kilkunastoletniego Marka Kaca.

~C)j~~~_.'>do;.o.l1L-""- -.-..~
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Dlaczego piszemy po chinsku?
Okolo roku 220 p.n.e. zagrozone pierwszymi najazdami Mongolów
panstwa Chin zjednoczyly sie. Zjednoczenia dokonal Ts'in Szy-huang-ti
i on zostal cesarzem kolejnego (co najmniej czwartego w dziejach Chin)
imperium.

Byl to czlowiek bardzo energiczny, mial niezmiernie ambitne plany, nie
brakowalo mu tez zdecydowania w realizacji swoich zamierzen. To on
zbudowal Wielki Mur (jedyna budowle widoczna "golym okiem" ze
stacji orbitalnych) - miala ona chronic Chiny przed najazdem (i przez
ponad 1400 lat spelniala skutecznie swoje zadanie) .. Wprowadzil jednolite
miary i wagi oraz, uzywane po dzis dzien, pismo ideograf.iczne. O tym
wlasnie pismie chcialem napisac kilka uwag. Pozegnajmy sie jednak
z jego promotorem: brutalne rzady Ts'in Szy-huang-ti skonczyly sie
zamordowaniem cesarza w 206 r.p.n.e, ale cesarstwo nie rozpadlo sie - jego
nastepcy, znani jako dynastia Han, doprowadzili imperium chinskie do
najwiekszego, w dziejach Chin, rozkwitu (dosc powiedziec, ze na poczatku
naszej ery graniczylo ono na zachodzie bezposrednio z Cesarstwem
Rzymskim).

Podstawowa zaleta pisma chinskiego jest fakt, ze nie ma ono
jednoznacznego odczytania fonetycznego. Dokladniej: w róznych jezykach
mówionych jego znaki sa odczytywane w rÓznie brzmiacy sposób. Dlatego
tez literatura chinska (zarówno piekna, jak i naukowa) jest jedna, choc na
terenie Chin uzywa sie kilkunastu róznych jezyków. Nie sposób przecenic
znaczenia tego faktu dla utrzymania spoistosci kulturowej ogromnego
i czesto politycznie rozdrobnionego kraju. O sile tego pisma swiadczy
dobitnie uzywanie go (bez zadnych zmian) za sposób notowania prac
naukowych przez (zawsze dosc nacjonalistycznie nastawiona) Japonie·

Dlaczego warto o tym wspominac przy okazji matematyki? Otóz dlatego,
ze matematycy równiez posluguj a, sie pismem ideograficznym. Z tych
samych powodów i z tym samym pozytywnym skutkiem co Chinczycy.
Napis ,,1247" czy "z~ - 4z+.;i2 = O" odczytuje sie fonetycznie zupelnie
inaczej po polsku, niz po angielsku, rosyjsku czy wegiersku. Znacza jednak
te na.pisy wszedzie to samo. Umozliwia to istnienie wspólnej kultury
matematycznej dla matematyków calego swiata i wielce w rozwijaniu
matematyki pomaga.

Zaleta ta zostala przejeta przez wszystkie nauki korzystajace z matematyki
i powoduje, ze mozemy dziS mówic o jednej na calym swiecie fizyce,
chemii itd. Podczas gdy mówienie o wspólnym dorobku dyscyplin
humanistycznych calego swiata byloby w chwili obecnej niesensowne (czy
co najmniej przedwczesne). Tak wiec zasadnicza róznica w swiatowym
funkcjonowaniu tego, co anglosasi nazywaja $Cienceiart, ma powody
(paradoksalnie) jezykowe.

Tych kilka uwag nasunelo mi sie przy czytaniu artykulu Tomasza Rusina
o symbolice fizycznej. Jest to bowiem dyskusja o tym, jak z liter pisma
alfabetycznego produkowac ideogramy funkcjonujace wlasnie na zasadzie
hieroglifów chinskich.

I jeszcze jedna uwaga. Od czasu do czasu Europejczycy wpadaja na
pomysl, by oswiecic Chinczyków, ulatwic im zycie (a w szczególnosci
czytanie i pisanie) przez wprowadzenie u nich pisma alfabetyczn'ego.
Trudno o bardziej absurdalny pomysl. Zeby ten absurd zrozumiec w pelni,
warto spróbowac zebrac argumenty za tym, by matematycy zrezygnowali
ze swoich formalizmów i w swoich pracach uzywali zwyczajnego,
alfabetycznego, zgodnego z fonetyka, pisma. Do tego matematycy sklonic
sie nie dadza. Maja zreszta wazny powód. Przez dwa i pól tysiaca lat
tak notowano matematyke i ostatecznie zdecydowano sie na dzisiejszy,
ideograficzny sposób pisania niewiele ponad 300 lat temu.A. jakie to
dalo wyniki, kazdy moze stwierdzic wiedzac, jak wielki skok odnotowala
matematyka w XVII wieku.

Marek KORDOS
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Dlaczego wzr~.sta
liczba wypadków samochodowych ?

W ostatnich miesiacach prasa, radio i telewizja wielokrotnie donosily
o dramatycznym wzroscie liczby wypadk6w samochodowych.
Zaznaczano jednoczesnie, ze wzrost ten jest nieproporcjonalny do
wzrostu liczby samochod6w. A mianowicie, przy powiekszeniu
sie liczby samochod6w o 30 % liczba wypadk6w wzrosla 070 %
w tym samym okresie. R6znica wspomnianych liczb dala pow6d do
wielu dyskusji, w kt6rych podkreslano coraz bardziej niebezpieczny
spos6b jazdy wielu kierowc6w, pogarszajacy sie stan dr6g itp.
Ta r6znica r6wniez ma byc istotna przyczyna zlej sytuacji finansowej
Panstwowego Zakladu Ubezpieczen (PZU), jako ze wplywy tej
instytucji sa proporcjonalne do liczby samochod6w, wydatki zas do
liczby wypadk6w.

Czy doprawdy 6w dramatyczny wzrost liczby wypadk6w jest
nieoczekiwany, czy nie mozna go bylo przewidziec? Ponizej spr6buje
pokazac, ze obserwowany wzrost w pelni zgadza sie z rezultatami
prostych kombinatorycznych rozwazan.

Zacznijmy od skonstruowania modelu omawianego zjawiska.
Zakladamy, ze w typowym wypadku uczestnicz a, dwa samochody.
Zdarzaja sie, oczywiscie, wypadki z udzialem tylko jednego
samochodu, np. najechanie na przydrozne drzewo badz
wielosamochodowe karambole, lecz przyjmujemy, ze wypadki
takie zdarzaja sie rzadko w por6wnaniu ze zderzeniami dw6ch
samochod6w. Dalej przyjmujemy, ze dany samoch6d ma jednakowa
szanse zderzenia sie z kazdym innym samochodem poruszajacym sie
w okreslonym terenie, np. w miescie. Wobec tego liczba wypadk6w
w danym miescie bedzie proporcjonalna do liczby wszystkich
mozliwych par samochod6w. Jak pamietamy, liczba takich par
wyraza sie za pomoca symbolu Newtona, tj.

(n) nI n(n - 1)2 = 2!(n - 2)! = 2 '

gdzie n jest liczba samochod6w. Gdy liczba ta jest dostatecznie
duza, n(n -1) mozna przyblizyc przezn2• Tak wiec, jesli liczba
samochodów wzrastak razy w pewnym okresie i warunki ruchu
drogowego nie ulegaja zmianie w tym czasie, liczba wypadk6w,
zgodnie z naszym modelem, wzrastak2 razy.

II Na koniec warto dodac, ze Marek
.. I Kac po latach przekonal sie, je odkryta

przez niego w1930 roku metoda jest
zastosowaniem twierdzenia Sylvestera do
rozwiazywania r6wnan trzeciego stopnia.
Twierdzenie to brzmi:

Kazda do,tatecmie ogólna forma dwójkowa
nad cialemK, ,topnia 2n-l jut ,uma n
form liniowvch, którvch w'pólcZf/nniki daja
,ie wvmaczvc przez rozwiqzanie równania

,topnia n nad cialem K.

(J. J.Sylvester,The collected mathematical
paper" vol. I, Cambridge1904,
str. 203-216 oraz 265-283, oraz A. Cayley,
The collected mathematlcal paper"vol. IV,
str. 43-53.)

Ro.wl~.anle .adanla F308.
Niech r o.macr;a promien wl6kna,1 jego
dlugotf~, P - moc zar6wki,
U - napiecie, T - temperature wl('kna
podcr;"" pracy. R - op6r zar6wki
podcr;"" pracy. Praktycr;nie cala
pobrana moc zostaje wypromieniowana
prr;er; wl6kno. Stosujac prawo Stefana
- Boltr;manna dostaniemy

p = 0,4 .O'T' . 2rrrl ,

gdr;ie O' = 5,67· lO-a W/(m'K') - stala
Boltr;manna, a 2rrrl jest powienchnia
wl6kna. Moc pradu elektrycr;nego dana
jest wzorem

gdr;ie
1

R = pll + a(T - 273K)) rrr' .
Eliminujac r ror;wiar;ujemy powyzne
r6wnanie wr;gledem1

PU'
p(l + a(T - 273))4rr(O,40'T')'

= 0,67 m.

Przedstawiony model swietnie zgadza sie z liczbami wspomnianymi
na wstepie. Wzrost liczby samochod6w o 30% oznacza, zek = 1,3,
zas k2 = 1,69, co prowadzi, w przyblizeniu, do 70% wzrostu liczby
wypadk6w. A wiec wzrost ten jest prosta, konsekwencja wzrostu
liczby samochod6w badz inaczej -ich gestosci na drogach. Jesli
warunki, w jakich odbywa sie ruch drogowy, nie beda ulegaly istotnej
poprawie, bedziemy obserwowac kwadratowy, a wiec bardzo szybki,
wzrost liczby wypadk6w.

Nasz model mozna zastosowac do innych warunków. Wyobrazmy
sobie np. kraj, w którym liczba samochodów jest tak niewielka,
ze bardzo rzadko dochodzi do zderzenia dw6ch pojazdów i typowym
wypadkiem jest najechanie przeszkody przez jeden samoch6d.
Albo calkiem inny kraj, w kt6rym tlok na drogach jest tak wielki,
ze najczesciej dochodzi do karambolu czterosamochodowego.
Jak szybki bedzie wzrost liczby wypadków w tych krajach przy
zwiekszaniu sie liczby samochodów?

Stanislaw MRÓ WCZYNSKI

j"

Wl6kno jest r;winiete w spirale, aby
r;mietfcilo sie w zar6wce.

Ro.wl~.anle .adanla F309.
Niech P or;nacr;a moc silniJp. pojar;du,
u - predkotfc wiatru. Dla duzych
predkotfci sila oporu powietna jest
dominujaca sila opor6w ruchu i jest ona
proporcjonalna do kwadratu predkoll'ci
pojar;du wr;gledem powietna. Moc jest
r6wna sile opor6w pomnozonej pner;
predkoll'~ pojar;du. Stl\<l p ~v:" orar;
p ~ (v + u)' . v; otrr;ymujemy

(v + u)' .v= v:" ~

.r.:!:u = V -: - v ~ 15 km/h.


