
Dwa zegarki
•1 calkiem powazna fizyka
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Czestym elementem filmów sensacyjnych jest scena nastawiania
zegarków na te sama godzine, czyli, jak mówimy fachowo, ich
synchronizacji. Gdy wszyscy posiadacze zegarków znajduja sie
razem, jest to dziecinnie proste. Czy mozna jednak calkowicie
zsynchronizowac dwa zegarki odlegle od siebie? Aby odpowiedziec
na to pytanie, wczujmy sie w role pilotów kosmicznych, blizniaków
Jacka i Placka, siedzacych za sterami swych rakiet, znajdujacych
sie na przeciwleglych krancach rozleglego kosmodromu. Dostali <>ni
odpowiedzialne zadanie doswiadczalnego sprawdzenia szczeg6lnej
teorii wzglednosci. Nasi piloci maja wystartowac dokladnie
w tym samym momencie i utrzymujac caly czas szyk liniowy
(rakieta Jacka z przodu, rakieta Placka dokladnie za nia - patrz
rysunek) i stala odleglosc leciec pelna moca silników przez 24
godziny czasu pokladowego. Po wylaczeniu silników bracia
maja por6wnac wskazania swych zegark6w. Zakladamy, ze ruch
z wlaczonymi silnikami odbywa sie z przyspieszeniem, po ich
wylaczeniu zas ze stala predkoscia. Zadanie wydawalo sie trywialne:
cóz prostszego jak utrzymac stala odleglosc, gdy dysponuje
sie, jak na blizniaków przystalo, identycznymi rakietami. Ale,
o zgrozo, bracia wykryli podczas radiowej pogawedki tuz przed
startem, ze zegarek Jacka pokazuje 11: 29, a Placka - 11 : 30.
- Nastaw swój zegarek na 11: 30, Jacku - powiedzial Placek -

i wszystko bedzie w porzadku.
- To na nic - odpowiedzial Jacek - nasza rozmowa przenoszona jest

przez fale radiowe, które potrzebuja troche czasu, aby dotrzec od
ciebie do mnie. W ten spos6b mój zegarek wskazywalby zawsze
nieco wczesniejsza godzine niz twój.

- Ech - westchnal Placek - gdyby bylo wiecej czasu, po prostu
przyszedlbym do ciebie i latwo moglibysmy zsynchronizowac nasze
zegarki.

- Zapominasz, ze czas plynie inaczej w poruszajacych sie ukladach
odniesienia. Wracajac do swojej rakiety popsulbys synchronizacje.

Geometria
czasoprzestrzeni
Marek KORD OS

Wspólczesni twierdzili, ze Einstein byl
miernym, zeby nie powiedziec marnym,
matematykiem. Bylo to paradoksalne,
albowiem od niego wlasnie pochodzi
koncepcja, ze struktura fizyki teoretycznej,
nowoczesnej fizyki teoretycznej, jest
taka sama jak struktura matematyki.
Pojecia, jakimi zajela sie fizyka teoretyczna'
przelomu stuleci, maja matematyczny
charakter, sa bowiem niezmienne
- twierdzil Einstein. Fizyka zaczela
zajmowac sie wtedy czasteczkami,
atomami, czastkami elementarnymi.
Czasteczki, powiedzmy, wody sa"jednakowe
tak bardzo, jak moga jednakowe byc tylko
np. trójkaty równoboczne. Co wiecej,
po rozbiciu ich na czesci i ponownym
polaczeniu otrzymamy dokladnie to,
co bylo na poczatku. Pozwala to na
konstruowanie idealnie scislych (a nie tylko
w przyblizeniu, jak bylo dotad) modeli
matematycznych. Einstein utozsamia
model matematyczny z teoria fizyczna.
Fizyka teoretyczna staje sie tym samym
specyficzna galezia matematyki.

W tym momencie Jacek uswiadomil sobie, ze pomysl Placka ze
spacerem nie byl taki zly. Trzeba tylko, zeby Placek zostawil swój
zegarek i w momencie wyjscia rzucil nan okiem.

- Podróz do mnie - pomyslal Jacek - zajelaby mu czasl:i.t

i z powrotem tyle samo. Wystarczyloby, zeby' bedac u mnie
zapamietal wskazanie mojego zegarka, a po powrocie do siebie
sprawdzil, ile czasu trwala ta wyprawa. Powinien natychmiast
nastawic swój zegarek na zapamietana godzine plus polowa czasu
trwania wycieczki. Tak, to jest wlasnie to.

Jacek natychmiast wyjasnil swoje rozumowanie Plackowi:
- Wprawdzie nie ma czasu na spacery, ale mozemy zalatwic to

za pomoca swiatla. Ma to te dodatkowa zalete, ze w dowolnym
ukladzie odniesienia swiatlo porusza sie zawsze ze stala predkoscia
i czas jego przejscia od ciehie do mnie i z powrotem bedzie na
pewno taki sam. Wyslij wiec do mnie impuls swiatla, a ja go
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Nic wiec dziwn~go, ze gdy Einstein
sformulowal teorie oddzialywan cial
poruszajacych sie, zwana szczególna teoria
wzglednosci, sprawe znalezienia dla niej
odpowiedniego modelu matematycznego
uznal za pierwszoplanowa. Jednak rózni,
"pozyczani" przewaznie od Hilberta,
mlodzi asystenci-matematycy traktowali
wspólprace z Einsteinem jak panszczyzne
i nie nalezalo sie spodziewac po nich,
ze to oni potrzebny model skonstruuja.
W Getyndze, gdzie Einstein (pracujacy
w biurze patentowym w Zurichu) szukal
partnerów naukowych, dzialal 15 lat
starszy od Einsteina wybitny geometra
Herman Minkowski. Einstein byl zreszta
studentem Minkowskiego na politechnice
w Zuris:;hu. I wlasnie Minkowskiego
potrafil Einstein pozyskac dla idei
poszukiwania modelu matematycznego dla
szczególnej teorii wzglednosci.
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Ksztalt zaproponowanego przez
Minkowskiego modelu matematycznego
staje sie bardziej zrozumialy, gdy
przyjrzec sie koncepcjom, jakie poprzednio
Minkowski lansowal.

Najwieksza popularnosc i znaczenie
mialy tzw. metryki Minkowskiego.
Sa to sposoby mierzenia odleglosci
w przestrzeni afinicznej, to znaczy
uogólnienia euklidesowego sposobu
mierzenia odleglosci, ale takie, które
nie powoduja zmiany liniowej struktury
przestrzeni: proste sa nadal zwyklymi
prostymi, plaszczyzny - zwyklymi
plaszczyznami itd.

Otrzymane w ten sposób nowe geometrie
zrobily juz okolo 1900 roku znaczna
furore w matematyce, choc nie wiedziano
wtedy dokladnie, jak dalekie sa one od
euklidesowego pierwowzoru (ostatecznie
okreslil to w latach dwudziestych Radon)
i jak bardzo sa mu bliskie (tu ostateczny
rezultat uzyskal w latach czterdziestych
John). Nie bylo tez jeszcze analizy
funkcjonalnej (stworzonej w latach
trzydziestych glównie za sprawa Banacha),
w której geometrie Minkowskiego sa
bardzo waznym narzedziem badawczym
(tzw. ciala. cechujace).

Ogólna idea tych geometrii - struktura
liniowa jak najbardziej "zwyczajna",
wzieta z geometrii euklidesowej i nie
naruszajace tej struktury zaburzenie
struktury metrycznej - jest idea, z której
wywodzi sie równiez i czasoprzestrzen.
Czasoprzestrzen, czyli wlasnie poszukiwany
przez Einstein,a model matematyczny
szczególnej teorii wzglednosci.

odbije za pomoca lustra. Gdy impuls dotrze do mnie, nastawie
swój zegarek na punkt 11: 50. Gdy ty zobaczysz odbity przeze
mnie sygnal, nastaw swój zegarek na godzine pózniejsza o polowe
czasu, jaki uplynal miedzy wyslaniem a odbiorem sygnalu.
Wystartujemy, gdy nasze zegarki pokaza dokladnie 12: OO!

Stalo sie tak, jak mówil Jacek. Zegary zostaly doskonale
zsynchronizowane i start nastapil równoczesnie.
- Uf, problem mamy z glowy - stwierdzil Placek. - Swietnie to

rozwiazales. Jak juz jestes taki sprytny, to powiedz mi jeszcze,
jaki sens ma caly ten eksperyment. Nasze rakiety sa identyczne.
Caly czas poruszamy sie z identycznymi predkosciami i podlegamy
tym samym przyspieszeniom. W naszych sytuacjach nie ma
zadnych róznic. Nasza podróz ma sie zakonczyc, gdy twój zegar
i mój zegar wskaza ponownie dokladnie godzine 12: 00. Co wiec
moga, pokazywac, gdy je porównamy po zakonczeniu? Oczywiscie,.
zawsze te sama, godzine. Szkoda paliwa i naszego wysilku na takie
eksperymenty.

- Nie masz racji, bracie - odpowiedzial Jacek. - Gdy wysiadziemy
z rakiet, ja, który znajduje sie z przodu, bede starszy, a mój
zegarek wskaze godzine pózniejsza niz twój. Popatrz na nasza
sytuacje z punktu widzenia obserwatora pozostajacego na
kosmodromie. Wyobraz tez sobie, ze aby porównac wskazania
naszych zegarów, wysylam do ciebie regularnie co sekunde
impuls swietlny. Ustalilismy juz przeciez, ze poslugujac sie
impulsami swietlnymi realizujemy najlepszy z istniejacych
sposobów porównywania zegarów. Poniewaz twoja rakieta porusza
sie w kierunku mojej z przyspieszeniem, wiec dla obserwatora
na kosmodromie bedzie oczywiste, ze impuls swietlny zawsze
przebedzie droge krótsza niz ta, która dzielila nasze rakiety
w chwili jego wyslania. A zatem, bedziesz ~dbierac moje impulsy
swietlne w odstepach krótszych niz wtedy, gdybysmy poruszali
sie bez przyspieszenia. Stosujac nasza procedure synchronizacji
zegarków stwierdzisz, ze w chwili przybycia kazdego z impulsów
musisz odrobine posunac swój zegarek do przodu. Oznacza to,
ze pózni sie on w stosunku do mojego zegara. Mówiac jeszcze
inaczej, czas w twojej rakiecie, Placku, plynie wolniej niz w mojej!

Praca Minkowskiego wprowadzajaca
to pojecie zostala napisana w 1908,
a wydrukowana w 1909 roku - roku
smierci Minkowskiego. Stworzylo to
zdumiewajace zjawisko - geometria
czasoprzestrzeni praktycznie nigdy nie
sta.la sie obiektem intensywnych badan
matematyków, uprawiali ja wlasciwie
wylacznie fizycy i to pragmatycznie:
badano tylko te jej wlasnosci, które maja
klarowna interpretacje fizyczna.

t = t,

O tej czesci teorii czasoprzestrzeni jest
mowa w innych artykulach w tym numerze
Delty. Tu chcialbym przedstawic spojrzenie
na nia jako na obiekt matematyczny.
Aby uproscic sobie zadanie, bede mówil
o "czasoprostej" , a wiec przestrzeni
dwuwymiarowej, której struktura
liniowa jest identyczna jak plaszczyzny
euklidesowej, ale stosunki metryczne sa
tu bardzo odmienne.
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Impuls ~wiet1ny wysiany przez Jacka w chwilit = tl i odebrany przez Placka
w chwili t = t2 przebyl dystans mniejszy niz odlegloM d miedzy rakietami.
R6znica Ll.dr6wna jest drodze przebytej przez rakiete Placka w czasiet2 - tl·
Gdyby predkogci byly znacznie mniejsze niz predkogc ~wiatla c, a przyspieuenie
stale i wynosilo a, moglib~my napisac

C(t2 - ttl '" d - ~(t2 - ttl2,2

czyli
1 ad2

t2 -t, '" -(d- -j.c 2c2

Wz6r ten pokazuje. ze r6zne tempo uplywu czasu w rakietach Jacka i Placka
pojawia sie tylko, gdya fe O.



- Nie, to niemozliwe! Warunki naszego lotu sa takie same.
A zatem i czas musi plynac w takim samym tempie. Twoje
rozumowanie ...

Zostawmy naszych sprzeczajacych sie blizniaków i spróbujmy sami
rozstrzygnac ich spór. Nasza decyzja bedzie zgola salomonowa:
obaj maja racje. Chociaz od chwili uruchomienia silników do chwili
ich zgaszenia obydwaj bracia odmierza ten sam czas, to jednak
w ostatecznym rozrachunku Jacek okaze sie starszy. To sprzeczne
ze zdrowym rozsadkiem, zawola moze Czytelnik. Otóz nie, bowiem
moze sie zdarzyc - i wlasnie zdarzy sie - ze koniec pracy silników
nie bedzie równoczesny. Jacek wylaczy silniki i jeszcze przez chwile
bedzie mial okazje obserwowac prace silników w rakiecie swego brata
- blizniaka. Do takiego rozwiazania przekonuje nas zastosowanie
transformacji Lorentza. Transformacja ta, bedaca podstawa
sformulowania szczególnej teorii wzglednosci, wiaze polozenie i czas

(x, t), mierzone w pewnym ukladzie inercjalnym (np. zwiazanym
z kosmodromem) z polozeniem i czasem(x', t/) mierzonymi
w innym ukladzie inercjalnym (np. w ukladzie, w którym rakiety
blizniaków znajda sie w spoczynku po zakonczeniu pracy silników),
poruszajacym sie wzgledem ukladu wyjsciowego z predkoscia u
w kierunku osi x:

Tutaj c jest predkoscia swiatla, a
1

(2) l=y1_u2/c2'
Stosujac transformacje Lorentza do chwilt J i tp zatrzymania sie
silników Jacka i Placka dostaniemy

(3) t~= I (tJ - c~ X J)' t~= I (tp - c~xp) .

Odejmujac stronami te równosci i korzystajac z tego, ze dla
obserwatora zwiazanego z kosmodromem obaj bracia wylaczaja
silniki w tym samym czasie (tJ = tp), a odleglosc ich rakiet jest stala
i wynosi d = x J - X p' dostaniemy

u
(4) t' - t' = l-d.p J c2

A zatem rzeczywiscie - w koncowym ukladzie inercjalnym Jacek

zatrzymal sie oI cV2 d wczesniej niz Placek. O tyle tez bedzie starszy
Jacek od swego brata.

Dziwne, prawda? Ale najdziwniejsze jest to, ze eksperyment,
jaki przypadl w udziale naszym blizniakom, zostal juz wlasciwie
zrealizowany i to 30 lat temu. No, oczywiscie, nie za pomoca
rakiet. Skorzystano z zasady równowaznosci, która glosi, ze efekty
pól grawitacyjnych i sil bezwladnosci sa lokalnie nierozróznialne.
Przyspieszajace rakiety zastapiono wiec ziemskim polem
grawitacyjnym, a zamiast porównywania wskazan zegarów mierzono
czestosci tej samej wiazki swietlnej w dwóch róznych punktach,
których wysokosci róznily sie od. Pozostawiam Czytelnikowi
w charakterze prostej lamiglówki wykazanie, ze w tym przypadku
wzór (4) - r nalezy interpretowac jako predkosc spadku swobodnego
z wysokosci d - mozna przepisac w postaci

I/d "" 1 _ gd
1/0 - c2 '

gdzie I/h oznacza czestosc swiatla mierzona na wysokoscih, a g jest
przyspieszeniem grawitacyjnym. W doswiadczeniu, o którym mowa,

czynnik ~ wynosil okolo 10-15. Technika pozwalajaca na pomiar
tak fantastycznie malych róznic czestosci jest równie interesujaca
jak opisany powyzej problem. Ale to, niestety, juz zupelnie odrebna
historia.

z + !I = b lub z - !I = b,

dla dowolnegob.

wiec

la,a] o la, aj = aZ - aZ = O =

= a2 - (_a)Z = [a, -aj ola, -aJ.
A proste izotropowe to wszystkie proste
o równaniach

Pierwsze wazne spostrzezenie to fakt,
ze istniej a, wektory (a w konsekwencj i
i proste maja,ce ich kierunek),
które sa same do siebie prostopadle
- w matematyce nazywa sie je
izotropowymi. Istotnie: takimi sa, wektory
[a, aj i [a, -aj. Sprawdzmy. Skoro

W przestrzeni o wiekszej liczbie
wymiarów odpowiedni wybór to
Q'11=a2'= ... =O'n.-l.n.-1 =1, ann.= - 1,
a pozostale a'j równe ~erU.

W tej konwencji czasoprosta Minkowskiego
bedzie opisana przez ustalenie, zeQll=l,
QZZ= - l, QIZ=QZ1=O.

vow=

-v.lw<===}vow=O,

który to warunek ma sens równiez, gdy
dlugosci wektorów v iw nie sa, liczbami
rzeczywistymi lub sa, równe zeru.

= QllZl!ll + Q12Z1!l2 + Q21Z2!11+ Q22ZZ!lZ

Widac wiec, ze konkretny wzór
otrzymujemy przez okreslenie
wspólczynników Qij. Taki iloczyn skalarny
wia,ze sie z dlugosci a, za pomoca definicji

Ilvll=---------------
= YQllZI + (QIZ + Q2I)ZlZZ + QZZX~ =

= Yvov.

Latwo zauwazyc, ze dlaQll=Qzz=1
i QIZ=QZ1=O otrzymujemy zwykly,
euklidesowy iloczyn skalarny i zwykla"
euklidesowa, dlugosc. Równiez latwo
wymyslic takie wspólczynniki Qij, by dla
nich niektóre wektory nie mialy dlugosci
(bo pod pierwiastkiem znajdzie sie liczba
ujemna).

Ci Czytelnicy, którzy pamietaj a, szkolna,
geometrie analityczna" nie zdziwia, sie,
ze za pomoca iloczynu skalarnego okresla
sie kat miedzy wektorami wzorem

vow

cos L(v,w) = lIvII' liwII'

co w szczególnosci pocia,ga za soba
warunek

Stosunki metryczne okresla sie czesto
przez podanie tzw. iloczynu skalarnego,
tj. wyrazenia przypisuj acego parze
wektorów v= [ZI,Z2] i w= [!ll,!l2] liczbe
rzeczywista wedlug przepisu

x' = I (x - ut) ,(1)

3


