
Dla uzasadnienia, ze1f' "okregowe" jest r6wne1f' "kolowemu", uzyl dwóch
sprytnych 'twierdzen o aproksymacji kola wielokatami:

Twierdzenie 1.Jesli pole !FI figury F jest mniejsze od pola kola K, to istnieje

taki wielokat W wpisany w to kolo, zeIWI>!FI.
Twierdzenie 2.Jesli pole figury F jest wieksze od pola kola K, to istnieje taki

wielokat W opisany na tym kole,ze lWI < IFI.
Aby to udowodnic, nalezy wykazac, ze pole kolaK moze byc dowolnie
przyblizone:
10 od dolu przez wielokaty wpisane wK,
2° od g6ry przez wielokaty opisane naK.
Istotnie, jesli dowoinie dobrze, to moze byc przyblizone lepiej nizIKI-IFI (czy
tez !Fl-IKI).
Aby to wykazac, Archimedes uzyl metody wyczerpywania. Polega ona na tym,
ze dowolnie dobre przyblizenie pola jakiejs figuryS uzyskujemy wyjmujac z niej
figure Ul (kt6rej pole umiemy ustalic) o polu wiekszym niz~ISI, z pozostalosci
- figure U2. (jw.) o poh wiekszym niz polowa tego, co zostalo p'o poprzednim
wyjeciu, z pozosta1:;sci - figureU3 (jw.) itd. Tym przyblizeniem jest suma

lUli + 1U21+ ... + IUnl·

Dlaczego jest ono dowolnie dobre? Bo

. ISI ISI ISI
ISI ~ lUli + 1U21+ 1U31.;t· .. ~ "2+ 4 + 8 + ... = ISI·

Cala sztuka polega tylko na wykazaniu, ze w kazdym kroku wyjmujemy wiecej
niz polowe tego, co jeszcze zostalo - przeciez nie wiemy, jakie jestISI.
Oto przyblizenie kola 2n-ka.tami foremnymi. Zaczynamy od kwadratu. Dowód,
ze kwadrat wpisany w kolo to wiecej niz polowa tego kola, widac na rysunku;
kwadrat opisany na kole ma pole dokladnie dwa razy takie, jak wpisany, a kolo
istotnie zawiera sie w tym wiekszym kwadracie.

Ul to wlasnie kwadrat. U2 to cztery tr6jkaty z kolejnego rysunku (nikt przeciez
nie zadal, byUi bylo w jednym kawalku). Rysujac styczna w wierzcholku
tr6jkata i odcinki prostopadle do podstawy w pozostalych wierzcholkach
otrzymujemy prostoka.t o polu dwa razy wiekszym od pola tr6jkata, a wiec
wiecej niz dwa razy wiekszym od zawartego w tym prostokacie fragmentu

kola. Zate~ 1U21>HISI-1U11). I te operacje

~ ~ powtarzamy, bo uzasadnienie, ze
1Ui+11>HISI-lUd-1U21-·· ·-lUiD
jest takie samo, jak dlai=1.

Kolo udalo sie przyblizyc wieloka.tami wpisanymi w to kolo; a wiec twierdzenie 1
jest udowodnione.o

Archimedes staral sie moiliwie
dokladnie obliczyc'ft'. Jego wynik byl
nastepujlloCY:

1137 1335
3 8069 < ft' < 3 9347 '

czyli mniej wiecej

3, 1409096 <ft'<3, 1428265,

a wiec dokladnoll'c' byla duza
- przedzial ma dlugoll'c' niecale 0',002.

Szerzej o metodzie wyczerpywania
pisalem w artykule Calka E.dokBoBa
(Delta 7/1989.)

Od kiedy i dlaczego istnieje 1r
Marek KORD OS Latwo zauwazyc, ze nie ma nic nadzwyczajnego w fakcie, ze stosunek dlugosci

okregu do jego srednicy jest taki sam dla' wszystkich okregów. Przeciez dowolne
dwa okregi sa jednokladne, a jednokladnosc zachowuje stosunek dlugosci.
Podobnie jest np. dla stosunku obwodu pieciokata foremnego do promienia
okregu opisanego na nim. Czemu wobec tego pierwszy z tych stosunków
- liczba 1f' - jest wazna stala matematyczna, a ten drugi stosunek nie?

Oto uzasadnienie pochodzace od Archimedesa (-287;-212), który pierwszy
zwrócil uwage na donioslosc liczby1f'. Mianowicie liczba 1f' pozwala prosto
wyrazic nie tylko stosunek dlugosci okregu do jego promienia (wyrazany wzorem
21f'r), lecz takze stosunek pola kola do kwadratu jego promienia (co daje wzór
1f'r2), stosunek pola sfery do kwadratu jej promienia (co daje wzór41f'r2)

i stosunek objetosci kuli do szescianu jej promienia (co daje wz~r~1f'r3).

Zauwazmy, ze1f' obslugujace jeden z tych wzorów (obojetnie który) to jakas
tam stala proporcjonalnosci. Chcac jednak w pozostalych wzorach napisac1f'

trzeba udowodnic, ze jest to to samo1f', ta sama liczba. I takie wlasnie dowody
Archimedes przeprowadzil. Jako "wyjsciowe"1f' wzial stosunek dlugosci okregu
do jego srednicy.
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Co jednak wyczerpywac dla udowodnienia twierdzenia 2? Archimedes
wyczerpywal róznice miedzy kwadratem opisanym na kole i kolem. Kolejne
Ui otrzymujemy jako sume "rogów" obcietych wzdluz stycznych w srodku
luku ograniczajacego kazdy z trójkatów krzywoliniowych, z' ja~ich sklada sie
kazda kolejna pozostalosc. Wystarczy zatem wykazac, ze obcinajac taki trójkat
obcinamy wiecej niz polowe rogu.

W tym celu potrzebne jest drobne twierdzenie pomocnicze:

Jezeli styczne do okregu w punktach Ai B przecinaja sie w punkcie P, a punkt S
jest srodkiem mniejszego z lukówo koncach w punktach A i B, to AS jest
dwusieczna kata P AB.

Latwo je uzasadnic: katS AB jest równy katowiS BA (bo trójkat AS B jest
równoramienny), ten zas katowiP AS (jako wpisany i dopisany oparte na tym
samym lukuAS - oba sa równe polowie kata srodkowego opartego na tym
luku).

Wrócmy do obcinania rogów. Na rysunku pole trójkataQP R jest wieksze od
sumy pól trójkatów QAS i RBS. Dlaczego? Bo16 QPRI=16"QPSI+

+16 RPSI. Trójkaty QPS i QAS maja wspólna podstawe. WysokoscQPS
to PS, natomiast wysokoscQAS jest równa ST. Ale PS>ST, bo dwusieczna
(w trójkacie APT) dzieli przeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne do
przyleglych do"nich boków, aAP>AT. Stad 16QPSI>I f::.,. QASI, co ze wzgledu
na symetrie rysunku konczy uzasadnienie.
Na koniec wystarczy zauwazyc, ze wyczerpywany trójkat krzywoliniowy zawiera
sie istotnie w sumie trójkatówQ P R, QAS i RBS.

Wyczerpalismy zatem róznice kwadratu opisanego ·na kole i kola. Zatem równiez
twierdzenie 2 jest prawdziwe.

Mozemy juz teraz przejsc do dowodu zapowiedzianej równosci 'Tr"okregowego"
i "kolowego".
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Wezmy pod uwage koloK i trójkat prostokatny T o jednej przyprostokatnej
równej r (promieniowi kola), a drugiej równej2'Trr (dlugosci okregu). Jesli
IKI>ITI, to istnieje (tw. 1) wielokatW wpisany w kolo i spelniajacy warunek
IWI>ITI. Obliczamy

111
lWI = -alhl + -a2h2 + ... + -anhn,

222

gdzie ai to boki wielokata W, a hi - ich odleglosci od srodka kola. Niechhmax
oznacza najwieksza z liczbhi; wówczas

1 1
lWI::; 2hmax " (al + a2+ ... + an) < 2r" 2'Trr= ITI·

Otrzymalismy sprzecznosc. MozliwoscIKI>ITI trzeba wiec odrzucic.

Przypuscmy z kolei, zeIKI<ITI. Wówczas (tw. 2) istnieje wielokatV opisany na
kole i spelniajacy warunekIVI<ITI. Tym razem

1 1 1
IVI =-r" bl + -r" b2 + ... + -r" bm =2 2 2

1 1
=-r" (bl + b2 + ... + bm) > -r· 2'Trr= ITI.22"

Znów sprzecznosc. Odrzucic trzeba zatem równiez mozliwoscIKI<ITI. Pozostaje
tylko IKI=ITI, a o to nam chodzilo. Liczba'Tr we wzorze2'Trr to ta sama liczba 'Tr,
co we wzorze'Trr2•



h

Zanim przejdziemy do dalszych utozsamien, zauwazmy, ze1f' we wzorach na
pole powierzchni bocznej walca(21f'rh) czy stozka (1f'rl), jak tez we wzorach na
objetosc walca(1f'r2h) i stozka (l1f'r2h) jest to samo, co we wzorach na dlugosc
okregu czy pole kola - wyprowadzenia zna kazdy uczen szkoly sredniej (badz
tez powinien znac). Do wzorów zawierajacych "sprawdzone"1f' dopiszmy jeszcze
wzór na pole powierzchni bocznej stozka scietego:1f'l(rl +r2)=21f'rl ..

A teraz dowód Archimedesa, ze1f' "okregowe" jest równe1f' "sferycznemu".

Na sferze opiszemy walec. Ma on zatem promien podstawy równy r, a wysokosc
równa 2r. Sprawdzmy, ze jesli przetniemy dwiema plaszczyznami równoleglymi
do podstawy walca obie te powierzchnie, to obrecz wycieta z powierzchni walca
bedzie miala pole równe polu powierzchni bocznej stozka scietego stycznego do
sfery w polowie odleglosci od plaszczyzn i ogra~iczonego tymi plaszczyznami.
Aby to wykazac, posluzymy sie przekrojem osiowym walca (i, rzecz jasna, sfery).

Z podobienstwa trójkatówOPS i QPR (sa prostokatne i majaLOPS=LQPR)
wynika, ze

~~ = ~~, czyli OP·PR=PS·QP,
co zapisane w innych oznaczeniach daje

h l l' h lr . -= r .-, czy l 21f'r = 21f'r ,
2 2

a to wlasnie mielismy wykazac.

W tym miejscu Archimedes zauwaza, ze biorac podzial walca i sfery
plaszczyznami o bardzo malej odleglosci uzyskujemy sytuacje, w której rodzina
opisanych na sferze stozków scietych dowolnie dokladnie przybliza te sfere.
Ale suma pól ich powierzchni bocznych jest zawsze - niezaleznie od tego, jakie
odleglosci plaSzczyzn rozpatrujemy - równa polu powierzchni bocznej calego
walca, czyli 41f'r2. Stad, poniew.az niezaleznie od dokladnosci przyblizenia
otrzymujemy ten sam wynik, pole sfery jest równe41f'r2 i 1f' "sferyczne" jest
równe 1f' "okregowemu".

Na koniec (w tej samej pracy,w której znajduje sie przytoczone wyzej
rozwazanie dotyczace sfery, a mIanowicieO kuli i walcu) Archimedes dowodzi,
ze 1f' "kolowe" i 1f' "kuliste" sa równe.

Tym razem narysujmy rozpatrywany wyzej walec obok
kuli - obie bryly postawmy na jednej plaszczyznie.
W walcu wytnijmy jednak dwa stozki majace za
podstawy -- podstawy walca, a za wspólny wierzcholek
- jego srodek.

Przecinajac obie bryly plaszczyzna równolegla
do podstaw walca otrzymamy, odpowiednio, kolo
o polu 1ir2 i pierscien kolowy o polu równym1f'r2-1f'X2 .

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa oba pola sa równe.

Dalej Archimedes argumentuje tak: nalewajac do obu bryl wody (czyli bryly
traktujemy jak puste wewnatrz naczynia) w kazdym momencie, na kazdym
poziomie dolewamy jej tyle samo. Stad objetosc(= ilosc wody, jaka pomieszcza)
jest równa. Ale dla walca z wycietymi stozkami obliczenie objetosci jest latwe:

2 1 2 4 31f'r • 2r - 2 . - .1f'r . r = -1f'r .
3 3

I tyle wynosi objetosc kuli, co pokazuje, ze "kuliste"1f' jest takie samo, jak trzy
pozostale.

Pózniej, ponad póltora tysiaca lat pózniej, znaleziono liczbe1f' jeszcze
w innych miejscach, a to dzieki stworzonej przez Newtona i Leibniza analizie
matematycznej. Zapewne jednak wcale by jej nie szukano, gdyby nie miala
ona ugruntowanej pozycji waznej stalej matematycznej, która zapewnil jej
A.rchimedes.


