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Na zwyklej plaszczy:l;nie przykladem figury zlozonej z samych punkt6w
diametralnych jest zbi6r wierzcholk6w jakiegog wielokata foremnego (np.
kwadratu); nr7.ywiscie. uie jest to zbi6r wypukly. Podobnie okrag.

Gdy ktog nie lubi normy (np. dlatego, ze nie zna tego pojecia), moze wyobrazic
sobie norme punktux E E jako odleglogc punktu x od punktu (O,... ,O).
Podobnie slowo metryka moze byc zastapione przez odleglogc pod warunkiem,
ze bedzie sie pamietalo, iz odleglogc mozna mierzyc na r6zne sposoby.
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czyli ponowne odkrywanie MatAmeryki

Ponizsza rozmowa autorów - ukladajacych
zadania dla studentów - zaczela sie od
nastepujacego zadania:

Zadanie l. Dla liczb p,q (O < P < q)

definiujemy cia,gi{an}, {bn} nastepujaco:
al = p, h = q, an+l jest
srednia harmonicznaan, bn, czyli

2an bn b . t' d .
an+l = b' n+l Jes sre nIaan + n

b l·b an + bnarytmetyczna an, n, czy l n+l = --- 2
Wykazac, ze ciagi te sa, zbiezne do sredniej
geometrycznej liczbp, q, czyli do ffi.
- To zadanie jest troche za trudne na
egzamin. A moze takie?

Zadanie 2. Dla liczb p,q (p < q)

definiujemy cia,g{an} nastepujaco: al= p,

an + an+l Zb d •
a2 = q, an+2 = --2--' a ac
zbieznosc tego cia,gu.

- Tak, ale to zadanie bylo na zajeciach.
(Okazuje sie, ze dlap = O, oraz q = 1

zapisanie pierwszych kilku wyrazów

Ten tebt jest pr6ba wiwisekcji, pr6ba

ukazania, jak sie robi matematy/ce,

pr6ba pokazania, jak sie mys1i (a raczej,

jak autorzy to robili - wszak to bardzo

indywidualna sprawa). Najmniej istotna
jest tu tresc matematyczna, znana i raczej

blaha. Nie o nia tu chodzi (w tytule akcent

jest polozony na slowo "rozmowa", a nie

na "o srednich").
Tekst ten ma (w zamiarze) propagowac
nie wiedze matematyczna, lecz forme jej

zdobywania.
Ponadto:

- nieicislosci sa jak najbardziej zamierzone

(w przeciwienstwie do bled6w);
- pojawiajace sie slowocwiczenie jest

sugestia pracy wlasnej dla tych Czytelników,

którzy chca ten 'tekst traktowac (mimo

wszystko) jako matematyczny;
. - w zblizonej formie material ten byl

prezentowany (przez drugiego z autorów)
jako odczyt dla mlodzieZy organizowany

przez Oddzial Wroclawski PTM.

Spróbujmy to jednak udowodnic. Oczywiscie,
naszych doswiadczen geometrycznych
nabywamy w przestrzeni R2 z norm
euklidesowa, Ilxll= II(xl,x2)1I = 0~+ x~
(inaczej: na plaszczyznie z euklidesowym
sposobem mierzenia odleglosci punktów).
Niech X C R2 bedzie zbiorem ograniczonym,
wypuklym i niech diam X= d > O. Ustalmy
dowolnie liczbee E (OjdjIO) i znajdzmy w X
dwa punkty a, b, takie, zeby Ila - bil ~ d - e
(jest to mozliwe wobec definicjid). Niech u
oznacza srodek odcinkaab (por. rys. 1).Rys.

Bardzo czesto obiektem badan matematycznych sa, r6znego typu
przestrzenie, np. przestrzen liniowa, przestrzen metryczna, przestrzen
Banacha, przestrzen Riemanna itp. Jesli chcemy w ramach naszych badan
"zajrzec" glebiej w strukture jakiejs przestrzeni, musimy poznac wiele jej
róznorodnych wlasnosci i obowiazujacych w niej regul. M6wiac obrazowo,
musimy nauczyc sie zyc w tej przestrzeni. Musimy zarazem pamietac
o tym, ze zmieniajac obiekt naszych badan, czyli "przenoszac sie" do
innej przestrzeni, powinnismy pozbyc sie "starych przyzwyczajen", gdyz
w nowej przestrzeni obowiazuj a, juz inne warunki, rzadza nia nowe reguly
i prawa.

Dla zilustrowania powyzszej wypowiedzi zajmiemy sie pewnym problemem
geometrycznym.

Zalózmy, ze E jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych R.
Bedziemy, jak to juz tradycyjnie jest przyjete, oznaczac wektory z E
literami lacinskimi, skalary zas z R literami greckimi. Przypomnijmy,
ze odcinkiem o koncachx, y E E nazywamy zbiórxy taki, ze
xy = {ox + (1 - o)y : o E [O,I]}, a srodkiem odcinkaxy - punkt ~x + ~y
z tego odcinka. Zbiór X (X C E) nazywamy wypuklym, jesli wraz
z kazdymi dwoma punktami zawiera laczacy go odcinek.

W dalszym ciagu zalózmy, ze w przestrzeni E okreslona jest norma II· II,
tzn. E jest przestrzenia unormowana. Oczywiscie, norma ta indukuje
metryke na E, okreslona w ten sposób, ze za odleglosc punktówx, y E E
przyjmujemy lix - yll·

Jezeli X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni E, to srednica
zbioru X nazywac bedziemy kres górny zbioru odleglosci jego punktów
(sup{llx - yll: x,y E X}) i oznaczac symbolem diamX.

Zalózmy nastepnie, ze X jest wypuklym i ograniczonym podzbiorem
przestrzeni unormowanej E, takim ze diam X> O. Punkt x E X nazywac
sie bedzie punktem diametralnym zbioru X, jezeli sup{llx - yll:.y E X} =
= diam X. Jezeli natomiast dla punktux mamy sup{llx - yll : y E X} <
< diam X, to x nazywa sie punktem niediametralnym zbioru X.

Postawmy teraz nastepujace pytanie: Czy w kazdym wypuklym
i ograniczonym podzbiorze X przestrzeni E, takim, ze diamX> O,

znajduja sie punkty niediametralne tego zbioru?

Intuicja zwiazana z naszymi doswiadczeniami geometrycznymi sugeruje, ze
tak byc powinno. Inaczej bowiem zbiór X bylby "dziurawy", co klóci sie
z zalozeniem o jego wypuklosci.
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w ukladzie dwójkowym daje wyrazna
wskazówke cwiczenie.) Trzeba wymyslic
cos prostszego!

- Mam:

Przypuscmy, ze u jest diametralny. Wtedy istnialby punktv E X, taki,
ze liv - uli ~ d-E. Oczywiscie, jeden z katówar i p, zaznaczonych
na rysunku 1, musi byc nie mniejszy niz'If/2 i niech to bedzie np.p.
Korzystajac z twierdzenia cosinusów mamy:

Ilv- bl12= IIv- ul12+ Ilu - bWI - 211v- uli, Ilu - bilcosp ~

~ IIv-uI12+lIu-bIl2.

Niemniej jednak zbiory ograniczone
i wypukle w R2 z metryka maksimum
maja punkty niediametralne.
A oto dowód.

0=(-1,01 lu

Ry •. 2

Wezmy teraz punkt U2= Hal + a2 + as). Zauwazmy, ze U2E X, bowiem
wystarczy zapisac

1 (2 1) 1 (1 2)U2 = - -al + -a2 + - -a2 + -a3
2 3 3 2 3 3

2d - e $ lias - alll + lias - a211.

Stad, poniewaz lias -a211 $ d, wiec lias - alll ~ d-e. Podobnie
lias - a211~d-e.

Zatem

Stad

lit} - bW > (d _ E)2 + (d - E) 2 = ~(d _ E)2 > ~ (d _ ~) 2 > d2,- 2 4 4 10

Przypuscmy, ze wszystkie punkty zbioru X sa diametralne. Niech
al,a2 E X beda takie, ze lIal -a211~ d - e (bedziemy dalej opuszczac
m przy symbolu normy), gdziee> O jest odpowiednio male. Poniewaz
srodek Ul odcinkaala2 jest diametralny, wiec znajdziemy punkt asE X,
taki, ze lias - uIII ~ d - e/2. Stad mamy, ze

d - E/2 $ lias - ~al - ~a211 $ ~llas - alll+ ~llas - a211·

Poprzez analogie mozna by oczekiwac, ze tak bedzie równiez wtedy,
gdy przestrzen R 2 wyposazymy w inna norme (inny sposób mierzenia
odleglosci). I rzeczywiscie, analogia ta jest poprawna, ale nie do konca,
poniewaz dowód wyzej przeprowadzony nie zawsze daje oczekiwany efekt.
Wezmy bowiem w R2 norme maksimum:

li(z!, z2)llm = max{lxII, IX21}·

Rozwazmy w R2 zbiórT - trójkat
o wierzcholkach (1; O), (-1; O) i (Oj 2)
(rys. 2). Oczywiscie, diamT = 2 oraz
Ila - bllm = 2. Ale punkt u, bedacy
srodkiem odcinkaab, nie jest juz teraz
tak "dobry" jak poprzedn,io, poniewaz
Ilu - cllm = 2.

2 1 __ 1 2 __
Sal + Sa2 E ala2 , Sa2 + Sa3 E a2a3 .

Poniewaz punkt U2jest diametralny, wiec znajdujemya. E X, taki, ze
lIu2 - a.1I ~ d - e/3. Dalej mamy:

d - e/3 $11~(al - a.) + ~(a2 - a.) + ~(as - a.)11 $
1 1 1

$s"al - a.11+ s"a2 - a.1I+ sllas - a.ll·

a wiec

(bo cosP $ O)

liv - bil> d.

Jest to jednak sprzeczne z tym, ze diam X= d. Zatem u jest punktem
niediametralnym dla zbioru X.

i zauwazyc, ze

W poprzednim dowodzie podaligmy, co znaczylo w nim "odpowiednio male"
- bylo to "mniejsze odd/lO". Tutaj pozostawiamy Czytelnikowi okreglenie, dla
jak malego ~ dow6d bedzie przebiegal pomyglnie.

- Ciekawe zadanie; jak sie do tego zabrac?
- Wypiszmy pierwszych kilka wyrazów.
Oj, nie mamy nic do pisania!
- W takim razie spróbujmy to sobie
wyobrazic geometrycznie: mamy dwa
wektory at,~ (o wspólnym poczatku).
Wtedy a1 wskazuje na srodek (ciezkosci)
odcinka laczacego konce wektorowat, ~.
Zatem at wskazuje na srodek ciezkosci
trzech jednakowych (punktowych) mas
umieszczonych w koncachat,~, li!
cwiczenie; czyli at = li!. Jasne, ze dalej
bedzie tak samo; czylili! = at = at ...
Nie3podziewane, prawda?

- A co bedzie zZadaniem 3, gdy w (*)a
w miejsce sredniej arytmetycznej wstawimy
srednia geometryczna:

(*)g anH=~ala2 ... an'

- Rachowac? To nudne. Sprobujmy
pokombinowac:

( ) l/nan+l = ala2 ... an ,

Zadanie 3. Dla liczb p,q (O < P < q)
definiujemy ciag {an} nastepujaco:
al = p, a2 = q,

( ) a l + a2 + ... + an* a an+l = n
Zbadac zbieznosc tego ciagu.

ala2
2 1

= 1 1 =-+
a2 al

1
logan+l = -log (ala2'" an),n

l log al + log a2 + ... + log an
ogan+l = n

- Zatem logarytmy wyrazów tego ciagu
tworza ciag taki, jak w pierwszej wersji
Zadania 3. Czyli i tym razem
as = a.= as = ...
- Zapewne tez tak jest dla sredniej
harmonicznej.
- Zaraz, zaraz. Srednia harmoniczna
dwóch liczb wystepowala wZadaniu 1,
ale by miec analogie doZadania 3, trzeba
obliczac srednia harmoniczna trzech
(i wiecej) liczb. Nie pamietam, jak sie ja
okresla!
- Ja tez. Kojarzy mi sie to z jakims
prawem z elektrycznosci (opór zastepczy?),
gdzie jest mowa o odwrotnosciach.
Zobaczmy:

2ala2 2as=--- =---=
al + a2 al + a2
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Stad, podobnie jak poprzednio, wnioskujemy, ze

Jla4-a;ll~d-e, i=I,2.3.
Zalózmy dalej, ze przedluzamy nasza procedure indukcyjnie. Wtedy
skonstruujemy taki ciag{an} punktów z X, ze

Ila;-aill~d-e dlait-j, i,j=I,2, ...
Poniewaz ciag {an} sklada sie z punktów zbioru X, wiec jest ograniczony,
a zatem musi zawierac podciag majacy wR2 granice. Z drugiej strony
odleglosc miedzy jego elementami jest co najmniejd - e, a to wyklucza
zbieznosc tak calego ciagu, jak i kazdego z jego podciagów. Stad
sprzecznosc. Oznacza to, ze w zbiorze X sa punkty niediametralne.

Zwrócmy uwage na to, ze w powyzszym dowodzie nie korzystalismy

z faktu, ze X jest podzbiorem R2, jak równiez z tego, ze11·11 byla norma
maksimum. Istotne bylo tylko to, ze ciag ograniczony w rozpatrywanej

przestrzeni mial podciag zbiezny. Wlasnosc te nazywa sie lokalna
zwartoscia·

Czytelnik, znajacy nieco wiecej analizy, zauwazy zapewne, ze przeprowadzone
rozumowanie implikuje prawdziwolfc nastepujacych dw6ch twierdzen .

Twierdzenie 1. Kazdy relatywnie zwarty i wypukly podzbi6r dowolnej
przestrzeni unormowanej ma punkty niediametralne.

Twierdzenie 2. Kazdy zbi6r wypukly i ograniczony w przestrzeni skonczenie
wymiarowej ma punkty niediametralne.

•

- Teraz jest jasne: srednia harmoniczna
jest odwrotnoscia sredniej arytmetycznej
odwrotnosci danych liczb. Zatem w nowej

wersji Zadanie 3 przyjmie postac:
1

(*)h an+l = 1 1 1-+-+ ...+-
al a2 an

n

- No dobrze, ale jak dowiesc, ze i tym
razem otrzymamy ciag staly poczawszy
od trzeciego miejsca?
- Narysujmy kawalek hiperboli:

poruszamy sie

najpierw po
ciaglych, potem
po przerywanych
strzalkach

.1-

02(
1 1
a;+a;

2 1 (
al T

Ktos móglby w tym miejscu stwierdzic, ze nasza "sztuczka" udala sie
dlatego, ze przestrzen C jest nieskonczenie wymiarowa. Analogicznie

powinno byc w kazdej przestrzeni tego typu (w takich przestrzeniach
zbiory ograniczone nie musza byc zwarte). Niestety, okazuje sie, ze i tym
razem analogia jest zwodnicza. Ale o tym, bycmoie, innym razem.

Teraz, poprzez analogie, mozna by wyciagnac wniosek, ze zbiór wypukly
i ograniczony w dowolnej przestrzeni unormowanej powinien miec
punkty niediametralne. Oczywiscie, nie mozna udowodnic tego tak, jak

wyzej, gdzie skorzystalismy z lokalnej zwartosci przestrzeni skonczenie
wymiarowych. Nalezy wiec wy myslec inny dowód. Okazuje sie jednak, ze
analogia i intuicja zawodza nas calkowicie. Rozpatrzmy bowiem przestrzen

C = ero, 1] zlozona z funkcji x : [0,1] ----+ R, ciaglych na przedziale
[0,1]. Unormujmy te przestrzen w klasyczny sposób za pomoca normy
maksimum Ilxll = max{Jx(t)l: t E [0,1J}. W przestrzeni tej rozwazmy
zbiór

- Tak, to by wystarczylo dlaZadania 3
cwiczenie. Niestety, trudno to uznac za
aksjomat - jest niezbyt naturalne (wszak
niespodziewane dla nas bylo rozwiazanie
pierwszej wersji Zadania 3).
- Moze tak: gdy D jest pewnym

dzialaniem (np. dodawaniem, mnozeniem),
to s jest srednia (kwadracikowa) liczb
al, a2, jesli 8~D 8 = al D a2.

- Przy obliczaniu a4'ciagla strzalka nakryje

przerywana, a na pionowej osi nic sie

nie zmieni (pierwsza wersjaZadania 3).

Popatrz uwaznie! Mamy a4 = as. Dalej
tez jest dobrze: as= a4 = as = ....
Niespodziewane.

- To pewnie da sie dowiesc, ze tak jest dla
kAZdej sredniej!
- Ale co to jest ~rednla?Jak uogólnic,

jak wyabstrahowac wspólna ceche (tych
trzech srednich)?
- Srednia to funkcj a (o paskudnej

dziedzinie), która n-tkom liczb przypisuje
pewne liczby.
- No tak, ale wedlug jakiego sposobu?
- Tak, by Zadanie 3 mialo - w ogólnej
wersji - rozwiazanie uogólniajace
rozwiazania dla tych konkretnych trzech
srednich.

- Ale co to znaczy? To jestwishful

thinkinfl.

- Moze i tak. Spróbujmy choc to zapisac:

sred[al' a2, ... , an,sred(al' a2, , an)] =
= sred(al, a2, , an).

Jest to wiec zbiór zlozony z funkcji,

których wykresy na plaszczyznie (t, x)

lacza punkt (O, O) z punktem (1,1)
i mieszcza sie w kwadracie [0,1] x [0,1]

(por. rys. 3). Oczywiscie, zbiór X jest
ograniczony, wypukly i diam X= 1.
Pokazemy teraz, ze mimo wypuklosci
zbiór ten jest bardzo dziurawy, poniewaz
kazdy jego punkt jest diametralny.
Istotnie, wezmy dowolne x E X oraz
e > O. Wobec ciaglosci funkcji x istnieje

to "bliskie" 1, takie, zex(to) > 1 - e.
Wezmy dalej dowolna funkcje y E X,

taka, ze y(to) = O. Mamy:

lix - yll ~ Ix(to) - y(to)1 = x(to) > 1 - e.

Zatem x jest diametralny.
Koniec dowodu.

} E

to (1,0) t

X = {x E C: ° = x(O) :S x(t) :S x(l) = I}.

x

10,0 )

(0,1 )
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