
Kwadratura kola, czyli jak zostac milionerem
Piotr HAJLASZ
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Krok ten jest w zasadzie jednym z rysunkowych dowod6w
twierdzenia Pitagorasa.
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W 1900 r. naII ~iedzynarodowym Kongresie Matematycznym
David Hilbert sformulowal 23 problemy. Próby rozwiazania
tych proble(Ilów przyczynily sie w znacznym stopniu do. rozwoju
matematyki wspólczesnej.

Krok 6. Dowolny wielokat kroimy na trójkaty.
Z trójkatów robimy kwadraty (kroki l, 2, 3), a kwadraty
laczac po kolei - tak jak w kroku 4 - daja nam w koncu
jeden kwadrat - równowazny z.naszym wielokatem.

Mozna postawic analogiczne pytanie dla wieloscianów
i badac, jakie wielosciany sa równowazne przez pociecie
na wieloscianiki. Otóz trzeci problem Hilberta dotyczy
wlasnie tego typu problemu. Mozna go sformulowac
w sposób nastepujacy. Czy czworoscian foremny i szescian
o tej samej objetosci sa równowazne przez pociecie na
wieloscianiki? Otóz w tym samym roku, w którym problem
zostal sformulowany, a wiec w roku 1900, Dehn udowodnil,
ze nie sa równowazne.

Krok 4. Dwa kwadraty sa równowazne przez pociecie
z jednym kwadratem.
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Ten dziwny tytul wyjasni sie dopiero pod koniec artykulu.
Ale nie uprzedzajmy faktów.

Powiemy o dwóch wielokatach, ze sa równowazne przez
pociecie na wi'elokaty (w skrócie: przez pociede),
jezeli jeden z nich tak mozna pociac na skonczona
liczbe mniejszych wielokatów, ze z tych kawalków da
sie zlozyc drugi wielokat. Przy 'ukladaniu drugiego
wielokata kawalki nie moga na siebie zachodzic, moga
co najwyzej stykac sie brzegami. Kiedy jest to mozliwe?
Oczywiscie, wielokaty musza miec to samo pole. Okazuje
sie, ze jest to juz warunek dostateczny! Ten fakt zostal
udowodniony niezaleznie przez Farkasa Bolyaia w 1832 r.
i Paula Gerwiena w 1833 r.

Twi'erdzenie (Bolyai'-Gerwi'en). Dwa wielokaty sa
równowazne przez pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy maja
to samo pole.

Dowód. Latwo zauwazyc, ze jezeli wielokatW1 jest
równowazny przez pociecie z wielokatemW2, wielokat
W2 zas z wielokatemWa, to W1 jest równowazny z Wa
(dlaczego?). Wobec tego wystarczy udowodnic, ze dowolny
wielokat jest równowazny z kwadratem o tym samym polu.
Dow6d tego faktu rozbijemy na kilka kroków.

Krok 1. Tr6jkat jest równowazny przez pociecie
z prostokatem.

Krok 2. Jezeli w prostokacie stosunek dlugosci krawedzi
dluzszej do krótszej jest nie wiekszy niz 4, to prostokat ten
jest równowazny z kwadratem.

Dlaczego musi byc ~:S 4?

Krok 3. Dowolny prostokat jest równowazny
z prostokatem takim, jak w kroku 2.

Ale powrócmy na plaszczyzne. Skoro poradzilismy sobie
z wielokatami, to zastanówmy sie, czy kolo i kwadrat sa
równowazne przez pociecie na wielokaty krzywoliniowe?
Oczywiscie, musimy dopuscic szersza klase kawalków,
na które tniemy - wielokaty krzywoliniowe, bo przeciez
z normalnych wielokat6w kola nie da sie poskladac. Co to
jest wielokat krzywoliniowy? Mówiac niezbyt scisle, jest to
wielokat, w którym krawedzie moga byc powyginane.

Podzielilillmy kolo na wielokaty krzywoliniowe.
\

Nieco scislej, jest to kawalek plaszczyzny otoczony krzywa
I I bez samoprzeciec - takie zdeformowane kolo. Okazuje sie

tym razem,' ze kwadrat i kolo nie sa równowazne przez
I I pociecie. Prawde powiedziawszy, ten fakt nie jest zbyt

zaskakujacy. Przeciez kazdy odpowie bez namyslu, ze nie
ma takiego "puzzla", który w zaleznosci od tego, jak

Jezeli prostokat jest "za dlugi", to go mózemy zlozyc "na pól".



go skladac, da albo kwadrat, albo kolo. Zreszta, zaraz
to udowodnimy. Dowód nasz nie bedzie zbyt scisly,
bo prz~ciez nie zdefiniowalismy precyzyjnie, co tojest
wielokat krzywoliniowy.

Przypuscmy, ze pocielismy kolo o promieniu 1 na wielokaty
krzywoliI\iowe. Porozkladajmy je oddzielnie. Pokolorujmy
te kawalki obwodów tych wielokatów, które sa lukami
o promieniu l.

Pokolorowalilfmy fragmenty obwodu beda,ce lukami okregów
o promieniu 1.

Mamy dwa rodzaje takich luków - wklesle i wypukle.
Jezeli jakis wielokat ma wklesly luk pokolorowany, to temu
lukowi odpowiadaja pewne pokolorowane luki wypukle
tej samej dlugosci (poniewaz do tego luku doklejony
jest z drugiej strony inny wielokat badz wielokaty
- zanim je porozkladalismy oddzielnie). Natomiast nie do
wszystkich wypuklych luków pokolorowanych doklejone sa
z drugiej strony luki wklesle, bowiem caly obwód kola jest
pokolorowany.

Tak wiec suma dlugosci pokolorowanych luków
wkleslych jest mniejsza o271" (dlugosc okregu) od sumy
dlugosci pokolorowanych luków wypuklych. Natomiast
jezeli kwadrat potniemy na krzywoliniowe wielokaty,
to powtarzajac powyzsze rozumowanie stwierdzimy,
ze sumy dlugosci pokolorowanych luków wkleslych
i wypuklych sa równe. A stad juz wynika, ze nie da sie
z tych samych kawalków zlozyc kola i kwadratu.

Mozna tez nieco inaczej zdefiniowac równowaznosc dwóch
figur (bryl).

Powiemy, ze dwie figury (bryly) A i B sa równowazne
przez skonczony rozklad, jezeli mozna je przedstawic
w postaci sumy parami rozlacznych zbiorów

A = Al U Ai U U An , Ai n Aj = 0 dla i # j ,
B = Bl UB2 U UBn , Bi n Bj = 0 dla i # j,

w taki sposób, ze zbioryAi oraz Bi dla i = 1,2, ... , n sa
izometryczne.

Równowaznosc przez skonczony rozklad przypomina
równowaznosc przez pociecie, ale jednak rózni sie od
niej bardzo istotnie. Po pierwsze, przy równowaznosci
przez pociecie dopuszczalismy jedynie ciecie ha wielokaty
(ewentualnie wielokaty krzywoliniowe, wielosciany). Tutaj
natomiast dopuszczamy rozklad na dowolne podzbiory.
Po drugie, przy równowaznosci przez skonczony rozklad
zakladamy, ze zbiory, na które dzielimy, sa rozlaczne,
natomiast przy równowaznosci przez pociecie wielokaty
nie byly rozlaczne, gdyz stykaly sie brzegami. O tym, jak
bardzo róznia sie pojecia równowaznosci przez pociecie
i przez skonczony rozklad, przekonamy sie widzac, do jak
dalece odmiennych wniosków one prowadza.
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W 1925 r. Alfred Tarski postawil nastepujace pytanie:
Czy kolo i kwadrat o tym samym polu sa równowazne
przez skonczony rozklad? Jest to wiec w pewnym
sensie pytanie o kwadrature kola, tylko ze rozumiana
zupelnie inaczej niz w starozytnej Grecji.Ioto w 1990 r.
wegierski matematyk, Miklós Laczkovich udowodnil, ze tak
rozumiana kwadratura kola jest wykonalna! Liczba czesci,
na które dzielil kolo i kwadrat, wynosila okolo ...1060•

Jeszcze c;hyba bardziej zaskakujacym wynikiem
od twierdzenia Laczkovicha jest paradoks
Banacha-Tarsklego. Otóz udowodnili oni w 1924 r.
(ponad 60 lat przed Laczkovichem!), ze kula o promieniu 1
jest równowazna przez skonczony rozklad z dwiema. kulami
o promieniu l! (A oto recepta, jak zostac milionerem:
dokonujemy wielokrotnie takich operacji na kulach ze
zlota.)

Tak naprawde, to Banachi Tar8ki udowodnili znacznie wiecej.
Udowodnili oni mianowicie, ze dwa dowolne ograniczone,
o niepu8tym wnetrzu, podzbiory wR3 8a, równowazne przez
8konczony rozklad. (W 8zczególno~ci czworolcian foremny
i k08tka - por. trzeci problem Hilberta.)

Stefan Banach (1892 - 1945). Przez wielu uznawany za
najwybitniej8zego pol8kiego matematyka. Jeden z twórców
analizy funkcjonalnej.

Alfred Tar8ki (1901 - 1983). Wybitny pol8ki matematyk i logik,
autor kluczowego dla pod8taw matematyki pojecia 8pelniania.

Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze twierdzenie
to jest w ewidentny sposób falszywe. Przeciez jezeli
dzielimy kule na skonczenie wiele kawalków i z tych
kawalków skladamy cos innego, to to cos musi miec taka
sama objetosc co wyjsciowa kula, pr~eciez przy izometriach
objetosci sie zachowuja. Otóz w tym rozumowaniu jest
blad. Byloby ono poprawne, gdybysmy potrafili obliczyc
objetosc tych kawalków, ale przeciez jest wiele zbiorów,
dla których bynajmniej nie jest jasne jaka miala by byc
ich objetosc, powierzchnia, dlugosc. Na przyklad: jaka jest
dlugosc zbioru liczb niewymiernych z odcinka[O, l]?

Wobec powyzszych argumentów jasne jest, ze w paradoksie
Banacha- Tarskiego kule musimy dzielic na kawalki, dla
których w zaden sposób nie mozna obliczyc objetosci
(przynajmniej dla niektórych z nich). A jak to jest na
plaszczyznie? W twierdzeniu Laczkovicha kolo i kwadrat
maja te sama powierzchnie. Czy jednak mozna rozlozyc
kolo na skonczona liczbe kawalków i z tych kawalków
otrzymac figure o innym polu?

Otóz w 1923 r. Stefan Banach udowodnil, ze na prostej
i na plaszczyznie istnieje metoda pozwalajaca na obliczenie
dlugosci i powierzchni wszystklch podzbiorów. Wobec
tego równosc powierzchni jest warunkiem koniecznym na
to, aby dwie figury na plaszczyznie byly równowazne przez
skonczony rozklad.

Dla tych, którzy wiedzacol niecol o teorii miary, 8formulujemy
precyzyjnie twierdzenie Banacha. Ot6z Banach udowodnil, Ze na
pro8tej i na pla8zczy:lnie istnieje skonczenie addytywna miara
mierzaca wszystkie podzbiory, niezmiennicza ze wzgledu na
izometrie i rozszerzajaca miare Lebesgue'a.

Paradoks Banacha-Tarskiego pokazuje,ze wR3 takiej miary nie
ma. Z tego paradok8u wynika tez, ze takiej miary nie ma w R"
dla n ~ 3 (Jak?).

A czy w przestrzeni istnieje taka uniwersalna metoda
obliczania objetosci wszystkich zbiorów? Oczywiscie, nie
istnieje. Gdyby bowiem istniala, to nie byloby paradoksu
Banacha- Tarskiego.


