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Bloczki, równie pochyle, wahadla, baki - oto, z czym zwykle kojarzy
sie zwrot "mechanika klasyczna". Czy moze byc cos interesujacego
w zagadnieniach tego typu? Czy moze byc interesujaca dziedzina
systematycznie badana od trzystu lat, dziedzina, w której chyba
wszystkie dajace sie rozwiazac problemy dawno juz rozwiazano?
A jednak ... Czytelnik bylby zapewne zdziwiony mnogoscia podreczników
z mechaniki klasycznej i to nie tylko tych szacownych, istniejacych juz od
dziesiatków lat, ale tez i tych nowych, napisanych ostatnio. Nie jest to
bynajmniej przejaw akademickiego zaslepienia ich autorów, którzy poza
ukochana dziedzina nie dostrzegaja interesujacych tematów. Co prawda,
mechanika potrafi urzec swa matematyczna struktura, precyzja twierdzen
i wieloscia sformulowan. Nie jest to jednak najistotniejsze. Rzecz raczej
w odniesieniu mechaniki do innych dziedzin fizyki, szczególnie tych, które
wciaz jeszcze sa tworzone. Niektóre bowiem z formalizmów mechaniki
klasycznej daja sie w naturalny sposób uogólnic i staja sie punktem
wyjscia dla budowy i opisu nowych dzialów fizyki. Aktualny stan badan
w pozornie nie zwiazanej z mechanika dziedzinie moze wiec rzucic nowe
swiatlo na mechanike, zmieniajac nasze wyobrazenia o tym, co jest w niej
mniej lub bardziej wazne. I to jest bodaj glówna przyczyna powstawania
wciaz nowych podreczników tej klasycznej juz wiedzy.

Przez wiele lat ulubiona metoda fizyków kwantowych, zaczerpnieta
z mechaniki klasycznej, byl tzw. formalizm kanoniczny. Jednakze
osiagniecia ostatniego dwudziestolecia. w teorii czastek elementarnych
i kwantowej teorii pola przywrócily nadszarpniety autorytet intuicyjnie
latwiejszemu i historycznie wczesniejszemu formalizmowi lagranzowskiemu.
Opis niektórych jego aspektów jest tematem naszego artykulu. Notabene,
w dziedzinach takich, jak klasyczna teoria pola, podejscie lagranzowskie
nigdy nie utracilo "palmy pierwszenstwa".

Wszyscy Czytelnicy Delty wiedza, ze mechanike klasyczna (punktów
materialnych) mozna ujac w formie trzech zasad dynamiki Newtona.
Nie jest to jednak sformulowanie.jedyne, a nawet - w wielu przypadkach
- najwygodniejsze .. W naszych rozwazaniach oprzemy sie na
alternatywnym sformulowaniu zwanym zasada najmniejszego dzialania.

Rozwazmy punkt materialny, którego polozenie w dowolnej chwili mozemy
scharakteryzowac przez podanie wektora wodzacego F. Dowolna funkcje
czasu,F(t), nazwiemy trajektoria tego punktu (poniewaz nie orzekamy,
czy taka wlasnie funkcja czasu realizowana jest podczas ruchu, czy tez nie,
moglibysmy równiez mówic o trajektoriach mozliwych). Jezeli w chwilitA

punkt materialny znajdowal sie w punkcieA (o wektorze wodzacymFA),

zas w chwili tB znajdzie sie w pewnym dowolnym punkcieB (o wektorze
wodzacym FB), to zasada najmniej szego dzialania stwierdza, ze w czasie
ruchu realizowana jest ta sposród wszystkich mozliwych trajektorii
spelniajacych warunek

F(tA) = FA, r(tB) = rB,

dla której usredniona wzgledem czasu i pomnozona przez(tA - tB) róznica
miedzy energia kinetyczna i potencjalna jest minimalna.

Zauad.'\ najmniejuego dzialania nalezy do najog6lniejszych zasad fizyki
teoretycznej. Czytelnik moze znalelc wiecej informacji o niej w znakomitych
F'eynma-na wyk/adach z fizyki, t II, CZ, 1. PisaliSmy o niej r6wniez
w Delcie 6/1985.

Dla porzadku dodajmy, ze tak naprawde trajektorie musza spelniac
pewne dodatkowe warunki, jak np. rózniczkowalnosc, w pewnych zas
patologicznych przypadkach dzialanie - bo tak wlasnie nazywa sie
srednia róznica energii kinetycznej i potencjalnej pomnozona przez czas
ruchu - nie jest minimalne, lecz na odwrót - maksymalne. Sa to jednak
komplikacje, o których mozemy spokojnie zapomniec.
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Sily plywowe
na Ziemi
i w Ukladzie
Slonecznym

. '
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1. Sily bezwladnosci.

Wszystko, co trzeba wiedziec o silach
bezwladnosci, abY'zrozumiec dalszy ciag
artykulu, mozna znalezc w moim artykule
w Delcie 3/1980. Przypomnijmy wiec tylko
podstawowe fakty w skrócie.

Pierwsze prawo dynamiki Newtona
mówi, ze cialo, na które nie dzialaja
zadne oddzialywania zewnetrzne, bedzie
poruszalo sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym albo pozostawalo
w spoczynku. Stwierdzenie to jest
w gruncie rzeczy definicja pewnej klasy
ukladów odniesienia zwanychukladami
inercjalnymi, zalozeniem zas mechaniki
Newtona jest, ze takie uklady odniesienia
istnieja. Nasze otoczenie' jest przenikniete
silami grawitacyjnymi Ziemi i sasiednich
obiektów astronomicznych i nie jest wcale

I oczywiste, gdzie nalezaloby szukac ukladówI inercjalnych.
W ukladzie, który nie jest inercjalny, ciala
niekoniecznie beda poruszaly sie po liniach
prostych albo ze stalymi predkosciami,

.moga one doswiadczac niespodziewanych
zmian kierunku lub przyspieszen.
Przykladem ukladu nieinercjalnego jest
wlletrze autobusu (zakladamy na chwile,
ze powierzchnia Ziemi jest ukladem
inercjalnym - wrócimy jeszcze do tego
problemu). W przyspieszaja,cym autobusie
pasazerowie czuja sile ciagnaca ich do
tylu, w hamujacym autobusie pewna
sila pcha ich do przodu, na zakrecie zas
podobna sila usiluje wypchnac ich na
zewnatrz zakretu. Narciarz rozpoczynajacy
zjazd musi wychylic sie do przodu, aby
nie upasc na plecy pod wplywem sily,
która nie dzialala na niego, dopóki stal
w miejscu. Sily, pojawiajace sie w ukladach
odniesienia poruszajacych sie ruchem
przyspieszonym, sa nazywanesUami
bezwladnolfcl. W ukladzie poruszajacym
sie z przyspieszeniema sila bezwladnosci
jest równa -ma, gdzie m jest masa
ciala doswiadczajacego przyspieszenia.
Prosze zauwazyc, ze sila bezwladnosci
ma zwrot przeciwny do wywolujacego ja
przyspieszenia. ----
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Funkcja podcalkowa jest równie waznym obiektem co dzialanie i nosi nazw~
lagranzjanu.

Ti ~ ; (Zi -~~i-lr
Pojawia sie teraz pytanie, jaka, wielkosc wzia,c za dyskretna, reprezentacje
energii potencjalneJV. W zwyklym podejsciu jest ona cia,gla,funkcja
polozenia V = V(z). Od razu nasuwaja sie wiec cztery mozliwe sposoby
wyboru energii potencjalnej w i-tym przedziale czasowym: V(Zi),
V(zi-d, V("'i+;i-1), ~[V(Zi) + V(zi-d]. Okazuje sie, ze kazdy z nich
moze byc uzyty z równie dobrym skutkiem. Tutaj zdecydujemy sie na
ostatnia, mozliwosc, gdyz nie narusza ona symetrii mie.dzy koncowymi
punktami przedzialu (jak pierwsze dwie) i nie wprowadza nowych punktów
(jak trzecia). Po tych rozwazaniach jestesmy gotowi do wypisania
przyblizonego wzoru na dzialanie.

W ujeciu dyskretnym trajektoria staje sie po prostu zbiorem liczb
{zo, Zl, ... , ZN}. Tym samym, dzialanie mozemy uwazac teraz za
funkcje N-l zmiennych Zl, ... , ZN-I (punkty Zo i ZN sa ustalone)
i wzgledem tych zmiennych przeprowadzic minimalizacjeS. Jesli zasada
najmniejszego dzialania ma byc sluszna, to musi zachodzic

as . N
-a =0, t=l, ... , -1.Zi

Rózniczkowanie powyzsze latwo mozemy wykonac explicite: i-ta zmienna
wystepuje jedynie w i-tym i i+ l-llzym skladniku sumy okreslajacejS.
A zatem dostaniemy

m. (Zi - zi-d - (Zi+l - Zi) _ dV I = O.(~t)2 dz "'="'i

N { 2 }

1 m Zi - Zi-l 1

S ~ N ~ 2" ( ~t ) - 2[V(Zi) + V(zi-d] . (tA - tB) =

N { 2 }

m z' - z' l 1

= ~ 2" ( , ~t'- ) . -'2[V(Zi) + V(Zi-I)] . ~t.
Przyblizenie nasze jest tym lepsze, im mniej zmienia sie na kazdym
z malych przedzialów ~t prawdziwa wartosc energii kinetycznej
i potencjalnej, a wiec powinno sie poprawiac, gdyN rosnie. W granicy
N -+ 00 (~t -+ O) otrzymujemy prawdziwa wartosc dzialania.
II Wtajemniczeni" bez trudu spostrzega, ze w granicy N -+ 00 nasze wyrazenie na.
dzialanie "taje "i~ calka Riemanna postaci .

tB

S = f [~(~;)2 - V (x)] dt .

Energia kinetyczna

Zi - Zi-l
Vi ~ li.t

gdzie Zi = Z(ti), i = 0,1, ... ,N i Zo = ZA, ZN =:= ZB.
przybierze wiec postac

Najkrótsza nawet chwila namyslu nad zasada, najmniejszego dzialania
wskazuje, ze stanowi ona sformulowanie mechaniki zgola zdumiewajace.
Po pierwsze, rózni sie ona drastycznie od zasad Newtona i nie jest
bynajmniej oczywiste, ze obydwa sformulowania sa, r6wnowazne.
Spróbujmy wiec wyprowadzic druga, zasade dynamiki z zasady
naj mniejszego dzialania. Nie jest to latwe, gdyz dziedzina, na której
obliczamy dzialanie, jest zbi6r mozliwych trajektorii, a wiec zbiór
funkcji, a nie liczb i nie mozemy stosowac zwyklych metod szukania
ekstremum, o kt6rym mowa w zasadzie. Zaatakujmy wiec problem
sposobem i podzielmy przedzial czaeowy[tA, tB] na N podprzedzial6w
o tej samej dlugosci ~t =(tA - tB)/N. Wyrózniamy w ten sposób
na osi czasowejN + 1 r6wno odleglych punktów i zastepujemy
usrednianie energii kinetycznej i potencjalnej wzgledem calego przebiegu
czasowego, usrednianiem wzgledem tych dyskretnych punktów. W celu
jeszcze dalszego uproszczenia ograniczymy sie wylacznie do ruchów
jednowymiarowych (opisanych zmianami wspólrzednej z). Jesli
wybralismy dostatecznie male przedzialy~t, to predkosc w i-tym
przed'ziale jest prawie stala i wynosi w przyblizeniu

Rzeczywiste pola grawitacyjne,
wystepujace w przyrodzie, nie sa
jednorodne. Ich linie sil sa, zbiezne,
a natezenie pola gra.witacyjnego zmienia
sie wzdluz nich (rosnie w kierunku
zr6dla). Lokalny uklad inercjalny jest
wiec scisle inercjalny tylko wzdluz kazdego
pojedynczego toru spadku swobodnego,
i jest w przyblizeniu inercjalny w takim
otoczeniu owego toru, w którym zbieznosc
linii sil jest zaniedbywalnie mala (na
przyklad, nie moze byc zmierzona
przyrzadem pomiarowym o danej
dokladnosci - nalezy pamietac, ze wielkosc
ukladu lokalnego zawsze bedzie zalezala od
dokladnosci naszych pomiarów).

Zauwazmy, ze znoszenie sil grawitacyjnych
przez sily bezwladnosci zachodzi nie tylko
dla cial spadajacych wprost ku srodkowi
Ziemi. Zachodzi ono takze na orbitach

Wyobrazmy sobie teraz cialo
o masie m spadajace swobodnie w polu
grawitacyjnym o natezeniug. Sila
grawitacyjna dzialaja,ca na to cialo jest
wtedy r6wna mg, przyspieszenie w spadku
swobodnym wynosig, sila bezwladnosci
wynosi wiec-mg, zatem sila wypadkowa
dzialaja,ca na cialo, mierzona w ukladzie
odniesienia spadajacym wraz z badanym
cialem, wynosimg - mg = O. Cialo
spadaja,ce swobodnie nie doswiadcza
wiec zadnych sil i jest jedna, z mozliwych
realizacji ukladu inercjalnego. Zauwazmy
jednak, ze taki uklad (nazywanylokalnym
ukladem Inercjalnym) przestaje byc
inercjalny w duzych odleglosciach od
swobodnie spadaja,cego ciala. Wystarczy
wyobrazic sobie dwa obiekty swobodnie
spadaja,ce po przeciwnych stronach
Ziemi. Kazdy z tych obiektów bedzie
mial niezerowe przyspieszenie wzgledem
drugiego, a wiec nie beda, one dla
siebie nawzajem inercjalnymi ukladami
odniesienia ..

Jak duzy jest lokalny uklad inercjalny?
Wyobrazmy sobie na chwile jednorodne
pole grawitacyjne (jest to obiekt
nieistniejacy w realnym swiecie). Jego
natezenie g jest wszedzie takie samo,
a wiec jakiekolwiek dwa swobodnie
spadaja,ce ciala beda poruszaly sie z takim
samym przyspieszeniemg. Wzgledne
przyspieszenie tych dwu cial bedzie
wiec równe zeru, czyli beda, poruszac
sie jedno wzgledem drugiego po linii
prostej ze stala, predkoscia, .. Widac
sta,d, ze uklad Gdniesienia zwiazany ze
swobodnie spadaja,cym cialem jest ukladem
inercjalnym w calym obszarze, w kt6rym
pole grawitacyjne mozna uwazac za
jednorodne.
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Nietrudno zauwazyc, ze w granicy At -.. Owzór powyzszy przybiera postac
d2z dV-m---.-=O
dt2 dz '

a poniewaz przyspieszenie definiujemy jako druga, pochodna, polozenia
i z definicji energii potencjalnej wynika, ze - ~ jest po prostu sila" tym
samym wzór powyzszy pokrywa sie z druga, zasada, dynamiki Newtona.
Zaprezentowanemu wywodowi drugiej zallady dynamiki z zasady najmniejozego
dzialania daleko jeet do matematycznej IcielolCi. Zauwaimy jednak, ze uwaga
ta nie dotyczy wepomnianej mozllwolci. iz dzialanie etaje oic:makeymalne. a nie
minimalne. :t~alllmy bowiem jedynie znikania pochodnejRt;. co obejmuje
obydwa przypadki, jak równiez mozllwol~ ietnienla punktu ot~cjonarnego
(co CZallemtez eic: zdarza).

Co z pozostalymi zasadami? - zapyt~ Czytelnik. Cóz, pierwsza, z nich
przemycilismy formulujac zasade najmniejszego dzialania - zasada
wymaga podania wzoru na energie kinetyczna,. Powiedzenie, ze ten
wzór to lmv2, jest sluszne jedynie w ukladzie inercjalnym. Wtedy
tez dostajemy ruch jednostajny prostoliniowy. Jezeli chodzi o trzecia"
zasade dynamiki, to orzeka ona o silach dzialajacych pomiedzy cialami,
wymaga wiec wyj~cia poza mechanike punktu materialnego, czego w tym
artykule nie robimy. Ale równiez trzecia zasada dynamiki znajduje
w przedstawionym formalizmie swój wyraz.

Trzecia zasada dynamiki wiaze ze ooba oilc:F AB. Z jaka punkt B dziala na

punkt A. z ella F BA(= - F AB). z'jaka punkt A dziala naB. Ograniczmy oie
do ukladu dwóch punktów materialnych. Dzialanie w tym przypadku nadal
okreaf1amyjako 'rednia CZallOW"róznicy ·energii kinetycznej i potencjalnej
(calkowltych). Trzeci" zallade dynamiki odtworzymy zakladajac. ze energia
potencjalna zalety nie od indywidualnych polozen. lecz jedynie od ich róznic.

Druga zasada dynamiki wia,ze ze soba, przyczyne (sile) i skutek
(przyspieszenie) i na tej podstawie pozwala - przy znajomosci polozenia
i predk~ci w pewnej chwili - okreslic polozenie i predkosc w chwili
nastepnej. Ruch w tym opisie sklada sie z wielkiej liczby malych
kroczków powiazanych zwia,zkiem przyczynowo-skutkowym. Inaczej jest
w zasadzie najmniejszego dzialania. Tam, poruszaja,ca sie cza,stka w jakis
sposób "wie" od samego pocza,tku, jak ma sie poruszac wprzecia,gu
calego trwania ruchu, "przeczuwa", ze ruch nie zostanie przerwany
az do osia,gniecia swego celu. Nie moze na pocza,tku biec zbyt wolno,
bo w koncowej fazie wymagaloby to nadmiernych predkosci i - co za
tym idzie - nieminimalnej wartosci dzialania. Interpretacje taka, jest
niezmiernie trudno pogodzic z przyczynowym (kauzalnym) opisem swiata,
który przeciez legl u ppdstaw fi:lyki! Fakt ten sugeruje, ze mechanika
klasyczna nie jest teoria, pelna, (choc nie ma tu zadnej wewnetrznej
sprzecznosci o charakt.erze formalnym). I ta wlMnie obserwacja moze
posluzyc do rozwiniecia pewnego sformulowania mechaniki kwantowej.

.!' .. ' ..... , ".

kolowych, w tym przypadku sila
grawitacji mg jest równowazona przez
sile odsrodkowa,mv2/r = mg, gdzie m
jest masa, obiektu kra,zacego po orbicie,
v - jego predkoscia" r - odlegloscia,
od srodka Ziemi. Sila odsrodkowa
jest sila, bezwladnosci wywolana, przez
przyspieszenieg odchylajace tor ciala od
linii prostej. Na orbicie eliptycznej ruch
ciala jest zlozeniem ruchu obiegowego
oraz spadku swobodnego (lub swobodnego
ruchu w góre - sila grawitacji zmniejsza
wtedy predkosc), równiez wtedy sila
grawitacyjna jest znoszona przez sily
bezwladnosci, chociaz rachunek bylby
troche bardziej skomplikowany.

2. Sily plyw()we.

Wyobrazmy sobie kulisty oblok zlozony
z malych obiektów, nie oddzialuja,cych
na siebie zadnymi silami (zapomnimy
na chwile o ich wzajemnym przycia,ganiu
grawitacyjnym) i spadaja,cy swobodnie
w p~lu grawitacyjnym bardzo duzego
obiektu (np. Ziemi) wprost ku jego
srodkowi, z predkoscia, pocza,tkowa. równa,
zeru (rys. la). Przypomnijmy wzór na
przyspieszenie grawitacyjn~:

_ GMf
g = ----,:a'

gdzie G - stala grawitacyjna,M- masa
Ziemi, r - odleglosc obiektu od Ziemi.
Poniewaz obiekty znajduja,ce sie w "górnej"
("tylnej"?) czesci obloku sa, zawsze dalej
od Ziemi niz obiekty w dolnej czesci
obloku, przyspieszenie tylnej czesci
bedzie zawsze mniejsze od przyspieszenia
przedniej czesci. Ta róznica przyspieszen
wywola róznice w predkosciach, stale
narastajaca,. W rezultacie dolna czesc
obloku bedzie oddalala sie od górnej.
Równoczesnie przyspieszenia bocznych

. ' .

Przyspieszenia
grawitacyjn.e
w roznych
miejscach obloku

....

• ZIEMIA

Ryo. la. Ryo. lb.
Oblok ewobodnie opadajacych obiektów, w chwili pocz"tkowej ... wydluzy oic:podczas lotu i zwezy wokutek r6znic w natezeniu
majacy koztalt kulloty ... pola grawitacyjnego w oasiednich punktach.


