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Fibonacciego

Gwiazdy, a wiec i Slonce, swieca dzieki zachodzacym w ich
wnetrzach reakcjom termojadrowym. Kto o tym slyszal, tak sie
prawdopodobnie do tego faktu przyzwyczail, ze nie wyobraza sobie,
iz kiedys mozna bylo przypuszczac co innego. Zrozumiale byloby,
gdyby przed odkryciem przemian jadrowych astronomowie nie
mieli zadnego pogladu na przyczyny swiecenia gwiazd. Tymczasem
rozwazane byly rózne hipotezy, moze naiwne z dzisiejszego punktu
widzenia, a odrzucenie przedostatniej - robiacej podówczas wrazenie
calkiem dobrej - nastapilo dzieki osiagnieciom wcale nie astronomów.

Aby móc zrozumiec, co dzieje sie na Sloncu, musimy wpierw zdobyc
przekonanie, ze prawidlowo znamy jego odleglosc od Ziemi; od tej
odleglosci wszystko dalej zalezy. Otóz znajac prawa ruchu planet
mozna uprawiac mechanike nieba nie znajac zadnych odleglosci
- wystarczy znac stosunki odleglosci. W mechanice nieba za
jednostke odleglosci przyjmuje sie isrednia odleglosc Ziemi od Slonca
i nie trzeba sie troszczyc, ile to jesl; metrów. Jest to jedna.k wazne,
gdy chcemy poznac fizyczne warunki na Sloncu. Wystarczy wiec
zmierzyc w metrach jakakolwiek odleglosc jakiejkolwiek planety
czy planetoidy od Ziemi - np. dzis radarowo. I tak nieco okreznymi
drogami stwierdzono, ze do Slonca jest r= 1,5 X 1011 m - jest to
tzw. jednostka astronomiczna (j.a.). Promien Slonca otrzymujemy
juz natychmiast; wynosi on tyle, co iloczyn odleglosci i promienia
katowego tarczy Slonca. Wynik brzmi:R = 6,96 X 108 m.

Nastepny krok to zorientowanie sie, jaka jest moc i temperatura
Slonca. Potrzebny jest tu nastepny pomiar: ilosc energii
padajacej prostopadle na jednostke powierzchni Ziemi w ciagu
sekundy. Mniejsza o szczególy techniczne - pomiar tej tzw. stalej
slonecznej jest wykonalny rozmaitymi metodami i daje wynik
S= 1,36 kW1m2. Ilosc energii przenikajacej przez sfere
o promieniu 1 j.a. jest równa ilosci energii przenikajacej przez
powierzchnie Slonca, czyli przez sfere o promieniuR - jest to
bowiem ten sam strumien energii. Pelna moc Slonca wynosi wiec

L = 41rr2 S = 3,82 X 1026 W,

a jego powierzchnia promieniuje z natezeniem

L 7 I 2F = -R2 = 6,28 x 10 W m .41r

Wreszcie temperature mamy z prawa Stefana-Boltzmanna,
gloszacego, zeF = eJT4, gdzie (l = 5,67 X 10-8 WIm2K4. Latwo
wiec dostajemy temperature powierzchni SloncaT = 5770 K.

W takiej temperaturze wszelkie substancje istnieja tylko w stanie
gazowym (no, chyba ze rzecz sie dzieje na gwiezdzie neutronowej!),
a przyczyna tej temperatury, czyli zródlo energii moze, w zasadzie,
byc na powierzchni lub we wnetrzu Slonca. Rozpatrzmy wpierw
pierwsza mozliwosc. Pomysl, ze Slonce moze jest plonaca bryla
wegla czy innego paliwa chemicznego, jest wrecz zenujacy. Skad
tlen w przestrzeni kosmicznej? Gdzie produkty spalania? Ponadto
spalanie wegla nie daje tak wysokiej temperatury. Wreszcie
Czytelnik sam moze obliczyc, ze bryla wegla o masie Slonca spalilaby
sie (gdyby plonela z mocaL) w kilka tysiecy lat. A skad znamy
mase SloncaM = 1,989 X 1030 kg?
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Kiedy Leonardo Bonacci z Pizy, zwany
Fibonaccim, opublikowal w 1202 roku
swoja slynna ksiazkeLiber abaci stanowiaca
kompendium z algebry na znakomitym
jak na ówczesna Europe poziomie, nie
przypuszczal zapewne, ze liczby, które
wprowadzil dla rozwiazania jednego
z zadan, zostana nazwane jego imieniem.
Tym bardziej chyba nie przypuszczal,
ze blisko 800 lat pózniej beda czesto
uzywane w informatyce, gdzie wystapia
przy analizie wielu algorytmów, a takze
przy konstrukcji efektywnych typów
danych.

Oryginalne zadanie, które Fibonacci
rozwazal, dotyczylo rozmnazania
sie królików. 9hodzilo mianowicie
o okresl.enie, ile par królików bedzie liczyla
po 12 miesiacach populacja zaczeta przez
jedna pare, przy zalozeniu, ze po urodzeniu
kazda para królików dojrzewa przez
pierwszy miesiac, a poczawszy od drugiego
wydaje na swiat potomstwo co miesiac
(przyjmuje sie przy tym, ze kazda para
jednorazowo plodzi jedna pare króliczat).
Przy tych zalozeniach rozumowanie
Fibonacciego przebiegalo nastepujaco:

Poniewaz pierwsza para w pierwszym

miesiqcu dafe fako potomstwo pare, wiec
w tym miesiqcu beda dwie pary; z nich fedna

para, a mianowicie pierwsza, rodzi równiez

w nastepnym miesiacu, wiec w drugim

miesiqcu bedq9 pary; z nich w nastepnym

miesiqcu bedq dawaly potomstwo dwie pary,

a wiec w trzecim miesiacu urodza sie feszcze
dwie pary królików i liczba par królików

w tym miesiqcu osiagnie wartosc 5...

Dalej analogiczny wywód ciagnie sie az
do dwunastego miesiaca, aby po kilku
dodawaniach dojsc do liczby 377, bedacej
koncowym wynikiem. Idea wywodu daje
sie strescic nastepujaco:

W pierwszym miesiacu mamy dwie pary,
w drugim - trzy. Chcac uzyskac liczbe par
królików w miesiacu n + 2 powinnismy do
ich liczby z miesiacan + l dodac te, które
istnialy w miesiacu n i wydaly wlasnie na
swiat kolejne (byc moze pierwsze) mlode.

Zalózmy, zgodnie z tradycja oznaczania
liczb Fibonacciego (a niezgodnie
z oryginalem), ze zarówno pierwsza, jak



i druga liczba Fibonacciego sa jedynkami
(tak jak gdyby w pierwszym miesiacu
macierzysta para powstala, a w drugim
- jeszcze dojrzewala). Definiujemy zatem

FI = 1, F2 = 1,

Fn+2 = Fn + Fn+'1 dla n:::: 1.
Kolt!jne liczby, uzyskane bezposrednio
z definicji, to

FI F2 F, F. Fs F6 FT Fa F9 Flo Fu F12 F13 .
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 .

Pomysl doprawdy ciekawy: zamiast
podac wynik zadania, podaje sie jedynie
sposób, w jaki kazdy moze do niego
dojsc. Czy mozna uznac to zadanie za
rozwiazane?

Jezeli mamy ochote odrzucic tego typu

"algorytmiczne" rozwiazania1 to zdajmy
sobie sprawe, ze w wielu przypadkach
trudno jest inaczej zaatakowac problem,
niz w taki, rekurencyjny, sposób, w jaki
zrobil to Fibonacci.

Przykladowo rozwazmy trzy takie
problemy:

Problem 1.
Ile pracpra- ... pra- dziadków i babc ma'-v-'

n
pszczeli truten?

Trzeba, oczywiscie, wiedziec, ze u pszczól
trutnie maja tylko matke - królowa,
powstaja bez udzialu ojca, podczas gdy
królowe maja juz dwoje rodziców - inna
królowa i trutnia. Drzewo genealogiczne
trutnia wyglada wiec tak:

PRAPRADZIADKOWIE

PRADZIADKOWIE

DZIADKOWIE

MA TKA

TRUTEN

Niech Tn oznacza liczbe n-praprzodków.
Widzimy juz, ze na poziomie pierwszych
pradziadków truten ma dwie prababcie
i jednego pradziadka, lacznie troje;
pietro wyzej - na poziomie drugich
pradziadków - piecioro: trzy praprababcie
i dwóch prapradziadków. Ogólnie
na poziomie n-tych pradziadków ma
dokladnie Tn-l n-prababc orazTn-2

n-pradziadków - lacznieTn = Tn-l + Tn-2

n-praprzodków. Otrzymalismy zatem
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CZYWISCle,z trzeCIego prawa ep era: r3 GM' gZIe

jest okresem obiegu Ziemi wokól Slonca (czyli po prostu rokiem
gwiazdowym), a stala grawitacji G jest znana z pomiarów
fizycznych. Tak wiec hipoteza "weglowa" prowadzi natychmiast do
wielu sprzecznosci; odrzucamy równiez inna, zgodnie z która energia
Slonca bylaby energia spadajacych na nie meteorytów. Gdyby
bowiem meteoryty spadaly na Slonce z predkoscia rzedu predkosci
ucieczki v = y2G M / R, to dla zapewnienia obserwowanej mocy
musialyby te meteoryty spadac w tempie

. 2L LR

m = ;Z = GM = 2 x 1015 kg/s.
Pod takim samym ostrzalem znajdowalaby sie tez Ziemia,
a musialoby na nia spadac meteorytów' w przyblizeniu104 razy
mniej, tyle razy bowiem powierzchnia Ziemi jest mniejsza od
powierzchni Slonca. Tymczasem szacuje sie, ze na Ziemie spada
okolo 105 kg materii meteorowej dziennie, czyli w przyblizeniu 1 kg/s
zamiast 2 x 1011. Rozbieznosc zbyt wielka.

Zajmijmy sie wiec druga mozliwoscia: zródlo energii Slonca
tkwi w jego wnetrzu. W polowie XIX w. Helmholtz wysunal
hipoteze, ze Slonce czerpie swa energie z kurczenia sie, tzn. jego
promieniowanie jest przetworzona energia grawitacyjna. Energia
ta, wyzwolona przy skurczeniu sie Slonca do obecnej postaci wynosi
GM2 / R razy pewien czynnik zalezny od szczególów budowy
wewnetrznej. Droga dosc drobiazgowych rozwazan mozna wykazac,
ze czynnik ten niezbyt rózni sie od jednosci dla kaZdej zwyczajnej
gwiazdy. Latwo zatem obliczyc, ze Slonce, swiecac wedlug tego
mechanizmu i z taka moca jak obecnie, powinno miec w przyblizeniu

(GM2 / R) : L = 1015 S= 32 mln lat. W czasach Helmholtza
czas ten wydawal sie juz bardzo dlugi, a jednak i te hipoteze
trzeba bylo odrzucic. Mianowicie, oceny wieku Ziemi zarówno na
podstawie pomiarów promieniotwórczosci skal, jak i tempa przemian
geologicznych zaczely o rzedy wielkosci przekraczac dziesiatki
milionów lat. Dzis wiemy, ze zap;;,danie sie gwiazdy bywa zródlem

jej energii, ale albo w bardzo wczesnym etapie jej zycia (gdy zapada
sie jeszcze oblok, z którego gwiazda powstaje), albo w bardzo
póznym (gdy gwaltownie zapada sie jej geste jadro, czyli eksploduje
supernowa) .

Rozwiazanie problemu nastapilo dopiero po odkryciu przemian
jadrowych. W latach czterdziestych naszego stulecia Hans Albrecht
Bethe zaproponowal mechanizm produkcji energii w gwiazdach
w wyniku laczenia sie jader wodorowych w jadra helu. Hipoteza ta
jest nie do obalenia do dzis, a nawet przeciwnie - jest juz porzadnie
ugruntowana teoria, uhonorowana Nagroda Nobla.

A idea jest prosta. Spojrzawszy do dowolnych tablic fizycznych
kaZdy stwierdzi, ze jadro atomu helu jest nieco lzejsze od czterech
protonów, nieduzo, zaledwie o 0,0285 jednostki masy atomowej.
Jednak wlasnie ten ubytek masy pomnozony przez kwadrat predkosci
swiatla daje 26,72 MeV, a to pomnozone przez jakas fantastyczna
liczbe reakcji zachodzacych w Sloncu w ciagu sekundy daje obliczone
przez nasL. Jak widac, ubywa 0,0071 masy w kaZdej reakcji
i gdyby czysto wodorowe Slonce zuzylo ten wodór doszczetnie,
to tez tyle straciloby na masie. A przy obecnej mocy starczyloby
tego paliwa naO, 0071M c2/ L = 3,3 X 1018 S = 1011 lat. Jest to
ocena, oczywiscie, zawyzona, niechby nawet o rzad wielkosci, i tak
pozostanie nam swiadomosc, ze tym razem znalezlismy jakas czastke
prawdy o Wszechswiecie.



System reprezentantów,

czyli rzecz o tlumaczach,

komisjach itp.

Przemyslaw GRZEGORZEWSKI

Polska firma translatorska swiadczaca uslugi w zakresie tlumaczen
kabinowych z polskiego na angielski, francuski, hiszpanski i niemiecki
otrzymala zlecenie na obsluge miedzynarodowej konferencji.
Kazda osoba zatrudniona w tej firmie zna co najmniej jeden jezyk
obcy. Interesuje nas odpowiedz na pytanie, kiedy firma ta moze
przyjac zlecenie, tzn. czy istnieje taki sposób doboru tlumaczy,
którymi dysponuje firma, aby zapewniona byla jednoczesna obsluga
wymaganych jezyków.

Rozpatrzmy inny przyklad, tzw. problem komisji. Otóz w pewnej
instytucji (np. sejmie) dziala kilka komisji, przy czym czlonkowie
owej instytucji (poslowie) moga nalezec do kilku komisji
jednoczesnie. Nasuwa sie pytanie, czy w tej sytuacji jest mozliwe
wybranie przewodniczacych kazdej komisji w taki sposób, aby kazda
komisja miala innego przewodniczacego.

Te dwa przyklady sa ilustracja matematycznego problemu znanego
pod nazwa wyboru systemu reprezentantów.

Wezmy pod uwage ciagXl, X2"'" Xn podzbiorów pewnego
skonczonego zbioruZ (podz biory te sa, byc moze, równe) .
Systemem reprezentantów dla ciaguXl, X2"'" Xn nazywamy
taki ciag Xl, X2, ... , Xn parami róznych elementów, zeXi E Xi
dla i = 1,2, ... ,n. Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy dla danego
ciagu zbiorów Xl, X2"'" Xn istnieje system reprezent.antów,
innymi slowy, czy z kazdego zbioru Xi mozna wybrac po jednym
elemencie w taki sposób, by byly one parami rózne. Jeszcze

inaczej, interesuje nas, czy istnieje taka róznowartosciowa funkcjan

J: {l, 2, ... , n} -+ U Xi, ze J(i) = Xi E Xi. System reprezentantów
i=l

bedziemy oznaczali przez(Xl, X2, ... , Xn).

Przeanalizujemy to zagadnienie na przykladzie wspomnianego na
wstepie problemu tlumaczen. NiechZ = {A, B, e, D} oznacza zbiór
zatrudnionych w firmie tlumaczy. NiechXl oznacza zbiór tych
osób, ze zbioru Z, które znaja jezyk angielski, X2 tych, które znaja
francuski, X3 - hiszpanski, X4 - niemiecki.

a) Zalózmy, zeXl = {A, B, e, D}, X2 = {A, D}, X3 = {e},
X4 = {e, D}. W tym przypadku, jak latwo zauwazyc,(B, A, e, D)
jest poszukiwanym systemem reprezentantów (w terminach naszego
przykladu osobaB powinna prowadzic tlumaczenie na jezyk

angielski, A - na francuski, e- na hiszpanski, aD - na niemiecki).
Zatem dla danego ciagu zbiorów istnieje rozwiazanie i jest ono
jedyne (firma moze przyjac zlecenie).
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identyczne równanie rekurencyjne, jak
w przypadku królików. Pozostaje okreslic
warunki poczatkowe: To = 2 (przyjmujemy
dziadków za O-pradziadków),Tl = 3
i jasne jest, ze ogólnie zachodzi po prostu
Tn = Fn+3.

Problem 2.
Elfy skaczac po schodach czasami

przeskakuja po dwa schodki. Na ile sposobów
moze elf wskoczyc na n schodów?

Tym razem od razu poddamy sie
i zaczniemy rozumowa~ie indukcyjne.
Oznaczmy przezEn liczbe sposobów,
za pomoca których elf moze wskoczyc
na n schodów. Aby wskoczyc nan-ty
schodek, elf musi to zrobic ze schodka
n - l lub n - 2. W zwiazku z tym
En = En-l + En-Z, Zauwazajac jeszcze,
ze El = l, Ez = 2 dostaniemy oczywista
odpowiedz, zeEn = Fn+l'

Problem 3.
Ile jest eleganckich sposobów posadzenia

lacznie n pan i,panów na podluznej lawie.

Eleganckich, czyli takich, aby zadne dwie

panie nie siedzialy obok siebie (interesuja
nas jedynie rózne wzajemne rozmieszczenia

pan i panów, to znaczy interesuje nas tylko,

które miejsca sa zajete przez panie, a które

przez panów).

Widac, ze jezeli mamy do dyspozycji
samych panów, to mozemy ich posadzic na

. jeden sposób. Jedna pania zn - l panami
mozna posadzic nan sposobów. Z dwiema
juz bedzie troche klopotu. Z trzema - tym
bardziej. Latwo zauwazyc, ze pan nie moze
byc wiecej niz rn/21 (I x l - najmniej sza
liczba calkowita wieksza lub równax).

Rekurencja ze wzgledu na liczbe
pan przy ustalonym n jest trudna
do wyprowadzenia. Zastanówmy sie
jednak, czy nie daloby sie przeprowadzic
rozumowania rekurencyjnego ze wzgledu
na n?

Oznaczmy przezBn liczbe takich
n-posadzen, ze zadne dwie panie nie siedza
obok siebie i zalózmy, ze znamyBk dla
wszystkich k < n. Zliczajac wszystkie
n-posadzenia musimy zdecydowac, czy na
n-tym miejscu bedzie siedziala pani, czy
tez pan. Jezeli pani, to nan - l miejscu
musi siedziec pan, a na pierwszychn - 2
miejscach mozemy posadzic dowolny
z Bn-,z ukladów. Jezeli pan, to ze wzgledu
na to, ze pan nan-tym miejscu nie
czyni zadnego klopotu, widzimy, ze na
pierwszych n - l miejscach mozemy uzyc
dowolny z Bn-l ukladów. Lacznie,



-
oczywiscie, znowu uzyskujemy
Sn = Sn-l + Sn-2. A poniewaz SI = 2
i S2 = 3, wiec Sn = Fn+2.

Jezeli Czytelnik odniósl wrazenie, ze kazde
rozumowanie rekurencyjne daje w wyniku
liczby Fibonacciego, to pragne go uspokoic,
ze nie jest az tak dobrze. Wystarczy nieco
zmienic kazdy z tych trzech problemów
(np. dopuscic, aby elfy skakaly takze po
trzy schodki, albo rozwazyc posadzenia
przy okraglym stole), aby nie tylko
warunki poczatkowe, ale i same równania
wyszly inne.

Z liczbami Fibonacciego niewiele dzialo
sie przez pare wieków i oto francuski
astronom Jean Dominique Cassini (ten
od szczeliny w pierscieniach Saturna)
udowodnil w 1660 roku bodaj pierwsze
twierdzenie o liczbach Fibonacciego:

Fn-lFn+l - F~ = (-1)" .
Tozsamosc Cassiniego byla podstawa
do skonstruowania ulubionego przez Lewisa
Carrolla paradoksu o rozcieciu kwadratu._

D

Fn_, j
I Fn

Fn_~'{

Jezeli kwadrat o bokuFn = Fn-l + Fn-2

jednostek (w oryginale Carrollan = 6)
rozetniemy wzdluz zaznaczonych linii
i ulozymy z uzyskanych czesci "prostokat"
- tak j ak na rysunku, to zyskamy (dla
n parzystych) lub zgubimy (dlan
nieparzystych) jeden maly kwadracik.
W przykladzie z rysunku pole kwadratu
wynosi Fi = 64, pole zas "prostokata":
F7 . F5 = 65, mimo iz "prostokat"
zbudowalismy z tych samych figur. Rzecz
jasna, wyjasnienie tego paradoksu lezy
w tym, ze w wyniku podanej konstrukcji
katy A' BC' oraz A'OD' nie sa równe.
W rzeczywistosci wiec "prostokat"
bedzie mial równoleglobokowa dziure
(o polu l). A poniewaz, jak wynika
z tozsamosci Cassiniego, katyA' BC' oraz
A'OD' róznia sie bardzo niewiele, wiec ta
równoleglobokowa dziura bedzie bardzo
waska - praktycznie niezauwaialna.
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b) Jednakze dla innego ciagu zbiorów (innego rozkladu znajomosci
jezyków wsród pracowników firmy), np. dlaXl = {A, B, G, D},
X2 = {D}, X3 = {G}, X4 = {G, D} nie istnieje system
reprezentantów.

c) Z kolei moze sie zdarzyc, ze dla pewnego ciagu zbiorów
istnieje wiecej niz jeden system reprezentantów. Na przyklad dla
Xl = {B,G,D}, X2 = {A,D}, X3 = {G}, X4 = {A,G,D} mamy
dokladnie dwa systemy reprezentantów: (B, A, G, D) i (B, D, G, A).

Widzimy wiec, ze istnienie systemu reprezentantów zalezy od ciagu
rozpatrywanych zbiorów. Warunki, jakie musi spelniac ów ciag, aby
istnial dlan system reprezentantów, okresla nastepujace twierdzenie
Philipa Halla.

Twierdzenie.
Na to, aby ciag zbiorów skonczonychXl! X2"'" Xn mial system
reprezentantów, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego zbioru
indeksów I ~{l, 2, ... , n} spelniony byl nastepujacy warunek
(warunek Halla):

I UX·I ~ III
'EI

(lXI oznacza liczbe elementów zbioruX).

Zauwazmy, ze w sytuacji b), dla której nie istnial system
reprezentantów, warunek Halla nie byl spelniony, bo

IX2 U X3 U X41 = 2 < 1{2, 3, 4}1 = 3.

Naturalne staje sie obecnie pytanie o mozliwosc ewentualnych
uogólnien powyzszego twierdzenia_ Otóz istnieje taka "nieskonczona"
wersja twierdzenia Halla, mianowicie:

Dowolna indeksowana rodzina zbiorów skonczonych (XtltET ma
system reprezentantów wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej skonczona

podrodzina (X')'EI, gdzie I jest skonczonym podzbiorem T, spelnia
warunek Halla.

Powyzsze twierdzenie przestaje, niestety, byc prawdziwe, gdy
choc jeden ze zbiorówXt jest nieskonczony. Nie znamy takze
zadnych warunków koniecznych i dostatecznych na istnienie systemu
reprezentantów dla dowolnej rodziny zbiorów.

Twierdzenie Halla okreslajac warunki istnienia systemu
reprezentantów odpowiada w zasadzie na postawiony przez nas
problem. Jest to twierdzenie wazne, a zarazem piekne dzieki swojej
prostocie. Nie ma ono jednak wiekszego znaczenia z algorytmicznego
punktu widzenia, bowiem sprawdzenie warunku Halla wymaga
rozwazenia wszystkich 2n mozliwych podzbiorów zbioru indeksów
{l, 2, ... , n}. Twierdzenie to jest nieefektywne, tzn. mówi, przy
jakich zalozeniach istnieje system reprezentantów, ale nie wskazuje
sposobu jego wyznaczenia. Najszybszym znanym algorytmem
konstruujacym system reprezentantów dla danego ciagu zbiorów,
o ile taki system istnieje, jest algorytm Hopcrofta-Karpa. Problem
ten mozna równiez rozwiazac sprowadzajac go do wyznaczenia
maksymalnego przeplywu zero-jedynkowego w odpowiedniej sieci

(zainteresowanych odsylam do literatury, tam tez mozna znalezc
dowody przytoczonych twierdzen).



Twierdzenie Halla ma jednakze znaczenie nie tylko poznawcze czy
estetyczne. Jest ono uzytecznym narzedziem wykorzystywanym
w dowodzeniu innych waznych twierdzen. Takim klasycznym
zastosowaniem uogólnionej wersji twierdzenia Halla jest dowód
równolicznosci baz przestrzeni liniowej, który zamiescimy na
zakonczenie.

Twierdzenie.
Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialemK, a X i Y dwiema
bazami tej przestrzeni.
Bazy te sa równoliczne, tzn.lXI = WI.
Dowód.
Kazdy wektor x E X ma przedstawienie (jednoznaczne) postacin
L a.y., gdzie Y. E Y, a. E K, a. =I O. Oznaczmy przezYx te
.=1
wektory z bazy Y, które wystepuja w rozwinieciu wektorax

wzgledem bazy Y (tzn. Yx = {Yl,Y2, ... ,Yn}). Okazuje sie,
ze kazda skonczona podrodzina rodziny zbiorów(Yx)xEX spelnia
warunek Halla. Gdyby tak bowiem nie bylo, to mielibysmy
IYx1U Yx• U ... U YXk I < k dla ,pewnego ciaguxl, X2,···, Xk,

co oznaczaloby, ze kazdy sposród liniowo niezaleznych wektorów
Xl, X2,"" Xk wyraza sie jako kombinacja liniowa wektorów ze
zbioru co najwyzej k - l-elementowego YX1 U Yx• U ... U YXk' co jest,
oczywiscie, niemozliwe.

Istnieje zatem system reprezentantów dla rodziny(YX)XEX, czyli
istnieje pewna róznowartosciowa funkcjaf : X -+ Y. Wobec symetrii
zagadnienia istnieje równiez róznowartosciowa funkcjag : Y -+ X.
Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina lXI = WI.

c.b.d.o.

Literatura:

W. Lipski, Kombinatoryka dla programistów, WNT, Warszawa 1989.
W. Lipski, W. Marek, Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa
1986.

Mówimy, ze dwa zbioryA i E sa równoliczne, jezeTI istnieje odwzorowanie
f :A -> E róznowartosciowe i na. A wiec kazdy punkta zbioru A zostal
polaczony w pare z dokladnie jednym punktemf(a) zbioru E i kazdy
punkt b zbioru E zostal polaczony z dokladnie jednym punktemf-l (b)
zbioru A. Jezeli zbiory A i E sa skonczone, to takie polaczenie w pary
jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy zbioryA i E maja tyle samo
elementów. A wiec pojecie rów no licznosci jest uogólnieniem pojecia równej
liczby elementów na przypadek, gdy zbiory sa dowolne - skonczone lub
nieskonczone.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina brzmi tak:

Jesli zbiór A jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru E, zbiór E
zas jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory AiE sa
równoliczne.

Intuicyjnie twierdzenie to jest oczywiste. Mozna je bowiem - uzywajac
jezyka obrazowego - przeformulowac tak:
Jesli zbiór A ma nie wiecej elementów niz zbiór E, zbiór E zas ma nie

wiecej elementów niz zbiór A, to zb~ory A i E maja tyle samo elementów.
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Kolejna ciekawa wlasnoscia liczb
Fibonacciego jest istnienie granicy
lim Fn+l/ Fn. Granica ta wynosin-oo

4J = (vis + 1)/2, zbieznosc zas jest bardzo
szybka. Liczba4J sama w sobie kryje wiele
tajemnic, m.in. wyraza tzw. zloty stosunek
dajacy mile dla oka proporcje ksztaltu
prostokata. Proporcja ta byla czesto
uzywana przez starozytnych artystów.

Liczby Fibonacciego do dzis kryja w sobie
wiele wciaz odkrywanych faktów. Ukazuje
sie nawet pismoFibonacci Quarterly,

w którym co kwartal publikowane sa nowe
wyniki dotyczace tych liczb. Zaskakujace,
ze dopiero w 1972 roku E. Zeckendorf
udowodnil nastepujaca ciekawa, a zarazem
elementarna wlasnosc liczb Fibonacciego:
Twierdzenie. Kazda liczba naturalna n ma

jednoznaczne przedstawienie w postaci

n = Fl<l + FI<. + ... + Fl<r ,

gdzie ki» k2 » ... » kr » O,
symbol zasi » j oznacza, zei > j + 1.
(Ostatnia nierównosc pozwala na uzywanie
tylko jednej jedynki: FI,)

Innymi slowy - liczby Fibonacciego moga
sluzyc jako baza binarnego systemu
pozycyjnego. Rozwiniecie kazdej liczbyn
bedzie w tym ukladzie takim ciagiem zer
i jedynek, ze zadne dwie jedynki nie beda
sasiadowaly, zas nai - 1 miejscu od prawej
wystapi jedynka wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba Fi wystepuje w rozwinieciu
z twierdzenia Zeckendorfa. Dla przykladu

50 = 34 + 13+ 3 = (10100100)F .

Algorytm zamiany liczb na uklad
Fibonacciego jest prosty: nalezy do
rozkladu brac jak najwieksze liczby
Fibonacciego, na które jest jeszcze miejsce.

Poniewaz kazda liczba FibonacciegoFn

ma rozklad 100 ... 000, wiec jest jasne,'-v--'
n-2 zer

ze musimy umiec zapisac liczby mniejsze
od Fn (lacznie z zerem jest ichFn) na
n - 2 pozycjach. Przypomnijmy sobie,
ile jest takich ciagów zerojedynkowych
o n - 2 elementach, ze zadne dwie jedynki
nie wystepuja kolo siebie. Oczywiscie,
jest ich tyle, ile jest posadzen pan
(jedynek) i panów (zer) na lawie przy
n - 2 nakryciach tak, aby zadne dwie
panie ze soba nie sasiadowaly, czyli
wlasnie Fn. Wykazalismy wiec, ze nan - 2
pozycjach jest wystarczajaco duzo miejsca
do reprezentacji Fn liczb za pomoca
"eleganckich" ciagów zerojedynkowych.
Aby udowodnic twierdzenie Zeckendorfa,
wystarczy wykazac, ze po pierwsze



- maksymalna liczba reprezentowalna na
n - 2 pozycjach w ukladzie Fibonacciego
jest Fn - l, a po drugie - ze kazde dwa
rózne "eleganckie" ciagi zerojedynkowe
wyznaczaja rózne liczby w ukladzie -
Fibonacciego. Elementarne te fakty
pozostawiamy bez dowodu, aby nie psuc
do konca Czytelnikowi przyjemnosci
odkrywania praw dotyczacych liczb
Fibonacciego.

w kazdym w miare normalnym ukladzie
pozycyjnym do przyjemnosci nalezy
wykonywanie dzialan sprowadzajacych
sie do dopisywania zer na koncu liczb
badz skreslania tych najmniej znaczacych
cyfr. Odpowiada to zazwyczaj mnozeniu
i dzieleniu przez baze ukladu. Czemu
odpowiadaja te operacje na liczbach
w ukladzie Fibonacciego? Oczywiscie,
przesunieciu indeksów o jeden w prawo lub
w lewo. Ze wzgledu na to, zeFn+l ~ I/JFn,

dopisanie zera na koncu liczby bedzie
odpowiadalo pomnozeniu, a skreslenie
ostatniej cyfry - podzieleniu przez wartosc
bliska I/J. Spytamy sie natychmiast,
do czego moze sie przydac mnozenie
i dzielenie przezI/J?

Okazuje sie, ze calkowicie przypadkowo
jedna mila angielska to 1,609344 km,
podczas gdyI/J ~ 1,618034 - czyli
bardzo podobnie. Mozemy wiec uzyc
tej niezwyklej reprezentacji do szybkiej
przyblizonej zamiany kilometrów na
mile i na odwrót. Dla przykladu:
jedziemy samochodem po autostradzie
w Stanach Zjednoczonych i widzimy
ograniczenie do 55 mil (bardzo czeste
ograniczenie). Szybko rozwijamy 55
w ukladzie Fibonacciego (akurat 55
jest dziesiata liczba Fibonacciego)
i przesuwamy o l dostajac 89 km. Blad
- mniejszy od 0,5. Na odwrót - chcemy
sie dowiedziec, ile to jest w milach30 km?
Prosze bardzo! 30= 21 + 8 + l. Bierzemy
liczby Fibonacciego z indeksami ol
mniejszymi, czyli 13+ 5 + l = 19 mil (przy
tej metodzie ostatnia jedynke zostawiamy
ze wzgledu na to, zeFl = l).

Inna, bardzo ciekawa wlasnosc liczb
Fibonacciego dotyczy ich podzielnosci:

NWD(Fn, Fm) = FNWD(n,m) ,

czyli - innymi slowy - najwiekszy wspólny
dzielnik dwóch liczb Fibonacciego jest
równiez liczba Fibonacciego o indeksie
równym najwiekszemu wspólnemu
dzielnikowi ich indeksów. Twierdzenie to

zostalo uzyte w 1970 roku przez Jurija
Matiasewicza przy dowodzie bardzo
waznego twierdzenia mówiacego, ze nie
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Czy matematyk musi byc ateista?
W literaturze polskiej (i w og6le slowianskiej) konca XIX wieku
i pierwszej polowy XX wieku dosc czesto trafiajacym sie sztafazem
jest male miasteczko. Warto przywolac i dzis jego obraz przed
oczy, a to dlatego, ze wracac przeciez mamy do dawnych, dobrych,
sprawdzonych sytuacji, a jeszcze bardziej dlatego, ze juz za dwa
lata oswiata przestanie wreszcie ciazyc na barkach panstwa i bedzie

w rekach gmin (a wiec w przewazajacej czesci wlasnie malych
miasteczek) .

Z bogatego, kolorowego pejzazu Iksinow6w, P-sk6w czy jak tam
im bylo, chce przywolac tylko jeden element. Otóz czestym
skladnikiem takiego malomiasteczkowego zycia byla malutka
grupka miejscowych ateistów. Jesli wierzyc literaturze, nalezal tam

przewaznie (z niewiadomych powodów) szewc, aptekarz, rzadziej
lekarz i bardzo czesto matematyk - profesor miejscowego gimnazjum.
Zbierali sie owi ateisci u któregos z nich i, jak sadzila miejscowa
spolecznosc, przewaznie raczyli sie róznymi nalewkami. Autorzy
opisujacy te prowincje mieli do powolywanych przez siebie do zycia
ateistów stosunek pelen poblazliwej zyczliwosci, a to glównie dlatego,
ze w dobrym tonie bylo potepianie dewocji i chwalenie wszystkiego,
co sie jej przeciwstawialo.

Oderwijmy sie jednak od minionej rzeczywistosci prowincjonalnej
i zastanówmy sie, dlaczego wsr6d ateist6w tak chetnie wymieniany

byl matematyk (o ile pamietam, ten zSzatana z siódmej klasytez
ma ten grzech na sumieniu)? A moze rzeczywiscie bylo cos takiego,
co prowincjonalnego matematyka ku ateizmowi popychalo?

Istotnie, cos takiego bylo. Autorem owego czegos byl zyjacy sto

'II lat wczesniej od naszych bohaterów Pierre Simon (de) Laplace.Napisalem de w nawiasie nie bez powodu. Laplace byl bowiem
charakterologicznie (przepraszam za rusycyzm) bohaterem naszych
czasów. Juz na studiach zaskarbil sobie uznanie d' Alemberta (a wiec
6wczesnej opozycji), co dalo mu profesure w szkole wojskowej

Il w Paryzu, by wystartowac stamtad do funkcji urzedniczychprzy Ludwiku XVI. Podczas rewolucji (jako syn drobnego
wlasciciela ziemskiego) organizowal z Lagrange'm Ecole Normale
i Ecole Polytechnique, by potem stac sie ulubionym uczonym

Napoleona i nastepnie (jako syn drobnego wlasciciela ziemskiego)
Ludwika XVIII. Slowem latwosc zmiany przekonan ulatwila mu
uprawianie czysto matematycznej dzialalnosci niezaleznie od zmian
politycznych (to cytat ze Struika).

To, co nas tu interesuje, zawarte jest w jego monumentalnym dziele
Mecanique celeste,a mozna to zaprezentowac cytatem:
Inteligencja, która by w danym momencie znala wszystkie sily
ozywiajace nature oraz wzajemne polozenia bytów tworzacych ja
i przy tym bylaby dostatecznie wielka, by dane te poddac analizie,
moglaby w jednym wzorze objac ruch najwiekszych cial Wszechswiata

i najmniejszych atomów: nic nie byloby dla niej niepewnei mialaby
przed oczyma zarówno przyszlosc, jak przeszlosc. Umysl ludzki
daje slabe pojecie o tej inteligencji, której doskonalosc mozna bylo
osiagnac tylko w astronomii.

Cytat ten nie wydaje sie wyznaniem wiary ateisty. A jednak
(zupelnie bez intencji autora) stal sie wyznaniem wiary
konsekwentnie ateistycznego ruchu filozoficznego, który zwie sie
determinizmem. Jesli bowiem pelna znajomosc stanu rzeczy pozwala
(to niewazne, ze nie nam) przewidziec wszystko i to dowolnie
dokladnie, to wsród jednoznacznie zdeterminowanych obiekt6w
znalezc sie musimy i my sami. A tym samym nasza dusza



Teraz, kiedy juz chyba zgodzimy sie,
ze liczby Fibonacciego sa ciekawe, a poza
tym rozwiazania calkiem normalnych
problemów wyrazaja sie wygodnie za ich
pomoca, powstaje pytanie, czy rzeczywiscie
nie ma jakiegos sposobu, aby wprost,
bez rekurencji, móc obliczyc n-ta liczbe
Fibonacciego? .

istnieje algorytm pozwalajacy na
sprawdzenie, czy dane równanie
algebraiczne o wspólczynnikach
calkowitych (dowolnej liczby zmiennych
i dowolnego stopnia) ma rozwiazanie
w liczbach calkowitych. Twierdzenie to
jest negatywnym rozwiazaniem dziesiatego
problemu Hilberta.

Otóz juz w XIX wieku zostal udowodniony
przez J. Bineta przyprawiaj acy o zawrót
glowy wzór

Fn = )s ((V52+1) n _ ( V52- 1) n)

Az trudno uwierzyc, ze wzór ten moze
w wyniku dawac dla kazdegon liczby

Marek KORDOS I naturalne .•

niesmiertelna istniec nie moze, gdyz pozbawiona wolnej woli

(jako zdeterminowana) bylaby obiektem smiechu wartym.
Nie ponosilibysmy zadnej odpowiedzialnosci za nasze grzechy,

bo bylyby one na nas wymuszone przez nieunikniona koniecznosc itd.

Determinizm, jako kierunek intelektualny, cieszyl sie sporym
wzieciem wsród uczonych drugiej polowy XIX wielu (szczególnie
wsród matematyków i fizyków stosujacych jego najsprawniejsze
narzedzia - równania rózniczkowe i mechanike analityczna). I zgasl
z koncem stulecia, gdy jego wielbiciele badz wymarli, badz zdali
sobie jasno sprawe, ze grzesza najciezszym grzechem w religiach
judejsko-chrzescijanskich, czyli pycha (dla tej czesci w 98%
katolickiej publicznosci, która nie wie, ze pycha jest naj ciezszym
grzechem, objasniam, ze za to szatan zostal wykluczony z grona
aniolów i stracony z Nieba).

Jednak w naszych prowincjonalnych miasteczkach (podwójnie
prowincjonalnych, bo w Europie Wschodniej) determinizm przetrwal,
i to za sprawa matematyków, o pól stulecia dluzej.

Tak wiec nie martwmy sie. Matematyk (nawet uprawiajacy równania
rózniczkowe) nie musi byc ateista. Wystarczy tylko, by uwierzyl,
ze on i jego matematyka nie sa w stanie przy zadnej bazie danych
i przy zadnej mocy obliczeniowej objasnic calosci swiata. Tylko, czy
taka rezygnacja z potencjalnych chocby mozliwosci uprawianej nauki
nie okalecza czlowieka bardziej niz ateizm?

Zadania

F 328. Ocen rzad wielkosci minimalnej predkosciv, jaka moga miec jony chloru
w krysztale soli kuchennej w poblizu temperatury zera bezwzglednego. Stala
sieci NaCI: a = 5,6 A, masa molowa CI: p.= 0,035 kg/mol.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 327. Oszacuj, ile razy srednia droga swobodnas elektronu w miedzi
w temperaturze t = 20°C jest wieksza od odleglosci miedzy najblizszymi atomami.
Dane dO,tyczace miedzi: gestoscd = 9· 103 kg/m3, opór wlasciwy p = 1,55.10-8 n·m,
masa molowa p.= 0,064 kg/m3, siec jest plasko centrowana (cztery atomy
na komórke).
Rozwiazanie na str. 11

M 622. Na okregu napisano 50 liczb. Kazda z nich jest równa 1 lub -1. Nalezy
obliczyc ich iloczyn zadajac pytania o iloczyny trzech kolejnych liczb. Jaka najmniejsza
liczbe pytan trzeba zadac?
Rozwiazanie na str. 12

M 623. Na rzece o szerokosci 100 m (brzegi rzeki sa liniami prostymi) znajduje sie
pewna liczba wysp o lacznym obwodzie 800 m. Udowodnic, ze ruszajac z dowolnego
punktu na jednym brzegu mozna przeplynac l6dka na drugi brzeg po drodze nie
dluzszej niz 300 m.
Rozwiazanie na str. 12

RedaguJe Michal WOJCIECHa WSKI

M 624. Na obwodnicy (droga w ksztalcie petli) znajduje sie pewna liczba stacji
benzynowych zawierajacych w sumie ilosc paliwa wystarczajaca dla zrobienia
samochodem jednej petli. Udowodnic, ze istnieje taka stacja, ze podstawiony pod nia
samochód z pustym bakiem bedzie mógl przejechac cala obwodnice.
Rozwiazanie na str. 12
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