
!=44
Cr;ol6wka ligi r;adaniowej

Klub 44 M
po uwr;glednieniu ocen rozwiazan

r;adan 219(WT=3,52) i 220 (WT=I,67)
r; numeru 4/1991

Pawe. Kublt - Kro.no 43,11
KU,J'utof Za.wlsla.w.lrl- Wa.rtza.wa 42 ,82
Toma.n Wletecha. -Tarn6w 31,48

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1992

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Skr6t regulaminu
Kazdy moze nadsylae! rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszcr;amy w numerzen + 4. Mozna nadsylae! rozwiazania
czterech, trr;ech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robie!
co miesiac lub r; dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylae! w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe osób, które nadesIaly rozwiazanie choe!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 237, 238

Redaguje Marcin E. KUCZMA

23'1. Wyznaczyc wszystkie czw6rki dodatnich liczb calkowitych(x, y, u, v) spelniajace
r6wnanie x,,+o + y = x"yo.

238. Wykazac zbieznosc i znalezc granice ciagu(an) danego wzorem rekuren~yjnym:
, ao = 44, an+1 = 21-a" dla n ~ 1.~

Zadanie 238 zaproponowal pan Dariusz Laskowski z Troszyna (woj. szczecinskie).

Rozwiazania zadan z numeru 11/1991

Przypominamy tresc zadan:

~~9. Dany jest czworogcianOABC oraz trójkat KLM o wierzcholkach K E OA, L E OB,
M E OC. DowieM, ze jezeli na kazdym z czworokatówABLK i ACM K mozna opi.ae! okrag,
to równiez na czworokacieBCML mozna opi.ae! okrag.

~80. Dla funkcji ciaglej I: R -+ R rozwazamy warunki:
(1) Istnieja rózne liczbya, b, c, takie zeI(a) = b, I(b) = c, I(c) = a.
(2) Istnieja rózne liczby t, u,v, w, takie ze I(t) = u, I(u) = v, I(v) = w, I(w) = t._
Udowodnie!, ze (1) ~ (2) oraz dae! przyklad pokazujacy, ze (2)T> (1).

229. Na clPlworoscianieKABC opisujemy sfere. PrlPlecina ona plaslPlclPlYlPlnyOAB i OAC wlPldluz
okregów opisanych na trójkatachKAB i KAC. uwierajacych (odpowiednio) punktyL i M.
WspólplaslPlclPlYlPlnowepunktyB. C. M. L leza na rOlPlwazanejsferze. a wiec leza na wspólnym
okregu.

230. Dowód implikacji (1) ~ (2). Wezmy pod uwage funkcjeg(z) = I(/(z)) i h(z) = g(g(z)).
OClPlywiscie.g(a) = c. g(b) = a. g(c) = b. BelPlstraty ogólnosci mozna prlPlyjac. zea jest
najmniejslPla lPlliclPlba.b.c.
Puypadek I. a < b < c. OlPlnaclPlmy:lp(z)= g(z) - z. ,p(z) = h(z) - z. Niech d

bedlPlienajmniejslPla liclPlbaw prlPledlPliale(aj b). taka zelp(d) = O (taka liclPlbaistnieje.
bo lp(a) = c - a > O. lp(b) = a - b < O). Dalej. niech c bedlPlienajmniejslPla liclPlba
w prlPledlPliale(aj d). dla której g(c) = b (istnieje. bo g(a) = c > b. g(d) = d < b). Poniewaz
,p(a) = g(g(a)) - a = b - a> O. ,p(c) = g(g(c)) - c = a - c < O. IPlnajdujemy w prlPledlPliale(ajc)

taka liclPlbet. ze,p(t) = o. Z okreslenia d wynika. ze lp(t) t- o. A lPlatemh(t) = t t- g(t).

Okreslamy: u= I(t). II = I(u) = g(t). w = 1(11). WÓWClPlasI(w) = g(v) = h(t) = tj tak wiec
,clPlwórkaliclPlb(t. U.II. w) spelnia wymagane równosci. LiclPlbyt i II sa rózne (11= g(t) t- t). Stad
latwo wynika. zet.u. li.W sa clPlterema róznymi liclPlbami.
PrlPlypadek II. a < c < b. ROlPlumowaniejest podobne: okreslamylp i ,p. jak w prlPlypadku Ij
okreslamy d jako najwiekua liclPlbew puedlPliale(Cj b). dla której lp(d) = O. oralPlokreslamy c
jako najwiekslPla licl!lbe w prlPledlPliale(dób). dla której g(c) = c. W przedziale (c;b) IPlnajdujemy
taka liclPlbet. ze,p(t) = O i Iplokreslenia d wnioskujemy, ze lp(t)t- O. Dokonczenie rOlPlumowania.

" jak w'przypadku I.

PrlPlyklad pokalPlujacy. ze (2)?'> (1). Funkcja ciagla I(z) = { -2/Z dla z ~ 1//~ ma te-1 z dla z ~ l V 2
wlasnosc. zeI(z) < O dla z > O oralPlI(z) > O dla z < O. Nie istnieje wiec trójka róznych
liclPlba,b.c spelniajaca warunki wymienione w (1). Natomiast warunek (2) jest spelniony

na prlPlyklad dla clPlwórki(t, U,II, w) = (-~'!'-i. ~).
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Zadania z fizyki nr 135, 136

I Redaguje Jerzy B. BROJAN

Niestety, liga traci uczestnik6w: w tej
serii rozwiazania przyslali tylko pan
Sikorski i pan Wietecha.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 121(WT=2,20) i 122 (WT=I,15)

z numeru 8/1991
Ad_m Sikorski - Lublin 36,11
Aleksa.nder BorowlJrI- Aleksa.ndrów K. 11,33
Toma.sz Wletecha. - Ta.rn6w 12,12

127. Mamy 70 jednakowych ogniw o oporze wewnetrznym lO, Jak je nalezy polaczyc, aby
przez dola,czony do baterii opornikR poplyna,l jak najwiekszy pra,d? Rozwazyc dwa przypadki:
a) R = l O,
b) R = 2 O.

RozwiAzania zadan z fizyki z numeru11/1991

Przypominamy tresc zadan:

135. Elektrony maja w mechanice kwantowej wlasnosci falowe i moga ulegac
interferencji. Rysunek przedstawia schemat takiego interferometru. Wystepuja
w nim zwierciadla calkowicie odbijajaceA i C (te role moga pelnic odpowiednie
krysztaly) i zwierciadla pólprzepuszczalneB i D. Wiazka nierelatywistycznych
(niezbyt s'zybkich) elektronów o energiiE pada na zwierciadloD, skad czesc wiazki
biegnie dalej drogaDAB, a czesc drogaDCB. Na odcinkach pionowych energia
kinetyczna elektronów zmienia sie w wyniku przejscia do obszaru o innym potencjale.
Za zwierciadlem B rozdzielone wiazki nakladaja sie, a obraz interferencyjny jest
rejestrowany przez detektor. O ile prazków przesunie sie obraz interferencyjny, gdy
róznice potencjalów zwiekszymy od zera doU?

136. Gdy temperatura powietrza atmosferycznego szybko maleje w miare wzrostu
wysokosci, wystepuje intensywna konwekcja (pionowe ruchy mas powietrza), natomiast
gdy temperatura maleje powoli lub rosnie, konwekcja nie wystepuje. Wyjasnic
przyczyne tej zaleznosci i obliczyc minimalny spadek temperatury suchego powietrza
przy wzroscie wysokosci o 100 m, dla którego jeszcze wystepuje konwekcja.

I I , I- -, ,

128. Ogrzewamy wode od temperaturyTo do T na palniku gazowym lub grzejniku
elektrycznym. Uplyw ciepla z naczynia do otoczenia na jednostke czasu wynosiPu (zakladamy
dla uproszczenia, ze jest staly). Sprawnotfc grzejnika, tzn. stosunek cie'pla przekazanego
naczyniu do ciepla wydzielonego przez grzejnik jest funkcja, mocyP grzejnika

W(P)=a-bP,

gdzie a, b - dane stale dodatnie. Jak nalezy wybrac moc grzejnika, aby zuzyc najmniej gza, ilotfc
energii ?

127'. Autor otrzymal w przypadku a) maksymalna wartosc pradu 1= 4,1739 (w odpowiednich
jednostkach, wynikajacych z przyjecia jednostkowej sily elektromotorycznej ogniwa) dla baterii
skladajacej sie z dwóch zespolów polaczonych szeregowo: pierwszy z dziewieciu polaczonych
równolegle zestawów po szesc ogniw szeregowo i drugi z osmiu polaczonych równolegle
zestawów po dwa ogniwa szeregowo. Identyczna wartosc pradu wystapi dla polaczonych
równolegle szesciu zestawów po dziewiec ogniw szeregowo i dwóch zestawów po osiem ogniw
szeregowo. W przypadku b) autor otrzymal prad 1= 2,955 dla polaczonych równolegle
czterech zestawów po dwanascie ogniw szeregowo i dwóch zestawów po jedenascie ogniw
szeregowo.

Wskazówka, jak szukac optymalnego obwodu, jest potraktowanie liczby polaczen
równoleglych:z: i szeregowych1/ jako zmiennych ciaglych, tak ze bateria ma sile

elektromotoryczna 1/ i opór wewnetrzny ~Rw (gdzie Rw - opór wewnetrzny pojedynczego
ogniwa). Prad jest zatem równy

1=--1/
R+ ~Rw

a jego maksymalna wartosc przy warunku:Z:I/ = N = const mozna znalezc przez

rózniczkowanie. Otrzymuje sie :z:= V N ~., , 1/ = ~. Nie beda to jednak na ogól liczby
calkowite, wiec nie obejdzie sie bez "kombinowania" .

128. Oznaczmy czas ogrzewania przezt. W ciagu tego czasu doplyw ciepla z grzejnika do
naczynia jest rownyPW(P)t, odplyw zasPut. Doplyw netto [PW(P) - PuJt przyrównujemy
do wyrazenia 'KaT, gdzie aT = T - To - przyrost temperatury, a'K - pojemnosc cieplna
naczynia wraz z zawartoscia, tzn.'K = mwody . Cwody + mnaczynia • Cnaczynia' Stad wynika
równanie

[PW(P) - Pult = 'KaT.
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