
Jak obliczyc elementarnie pochodnaarctg x?

Zacznijmy od przypomnienia, co to jest arctgx. Otóz dla kazdej

licz by rzeczywistej x istnieje dokladnie jeden taki kat aE ( - ~, ~) ,
ze tg a = x. Ten wlasnie kat oznaczamy przez arctgx. Czyli, innymi

slowy, arctg x jest funkcja odwrotna do funkcji tgx okreslonej na

przedziale (- ~, ~) .

Przypomnijmy, jak sie zwykle oblicza pochodna funkcji arctgx.
Najpierw obliczamy pochodna funkcji sinx, potem cosx, dalej

h d '1 smx. k' h dpoc o na l orazu tgx = -- l W oncu poc o na arctgx. cosx
jako pochodna funkcji odwrotnej. Okropnosc! Jakie to dlugie
i skomplikowane.

Pokazemy, jak mozna obliczyc te pochodna bezposrednio
geometrycznie. Ponizsza metoda zostala podana przez Normana
Schaumbergera. Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.
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Zakladamy, zex > O. Zauwazmy, ze z twierdzenia Pitagorasa dla
trójkata OAB wynika, ze promien okregu jest równy ~.

Otóz

(.) Pole !::"ODE < Pole wycinka ODB < Pole !::"OGB.

Oczywiscie,
!:i. x

Pole !::"OGB = Pole !::"OGA - Pole !::"OBA = -.
2

Trójkaty OGB i ODE sa podobne, wiec

(OD)2 1+ x2Pole !::"ODE = OG . Pole !::"OGB = ---- '-'
Ponadto bezposrednio z definicji arctg wynika, zeLBOA = arctg x

i LGOA = arctg(x + !:i.x). Skad

Pole wycinka ODB = ~(1 + x2)(arctg(x + !:i.x) - arctg x).2

Korzystajac z (.) otrzymamy

1 arctg(x + !:i.x) - arctg x 1------ < ---------- < ---
l+(x+!:i.x)2 !:i.x 1+x2'

Przechodzac do granicy przy!:i.x ~ O uzyskujemy wzór na pochodna

( ), l' arctg(x + !:i.x) - arctg x 1arctgx = lm A = ---2'Ll.x-+O .u.X 1+ x

Latwo zauwazyc, ze dlax < O pochodna wyraza sie tym samym

wzorem. Wynika to z zauwazenia, ze arctg(-x) = - arctg x. A teraz
zadanie dla Czytelników. Jak geometrycznie wyprowadzic wzory na
pochodne innych funkcji cyklometrycznych?
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Czy dlugosc jednego 'metra
moze wynosic pól metra?
Tomasz HOFMOKL
W moim cyklu artykulów opowiadam
o doswiadczeniach, których wyniki
sa na tyle zaskakujace, ze zdaja sie
przeczyc zdrowemu rozsadkowi. W tej
konfrontacji przegrywa na ogól zdrowy
r{}zsadek i jestesmy zmuszeni do zmiany
naszych pogladów na nature zjawisk
przyrodniczych.

Przypomn,e, ze w poprzednich opowiesciach
mówilem o doswiadczeniach wykazujacych,
ze w ukladzie poruszajacym sie,
na przyklad w samolocie, czas plynie
wolniej niz w ukladzie nieruchomym
- na przyklad na lotnisku. Okazalo sie
równiez," ze w prózni s'Yiatlo, a mówiac
ogólniej, fala elektromagnetyczna,
pGrusza sie ze stala predkoscia niezalezna
od predkosci zródla lub obserwatora.
Mówilismy, ze ta predkosc, równa
w przyblizeniu trzystu tysiacom
kilometrów na sekunde, jest najwieksza
predkoscia, z jaka mozna przesylac sygnal,
informacje.

Dzis w tytule artykulu mamy równiez
prowokujacy bezsens: czy metr moze
równac sie polowie metra? I znowu okazuje
sie, ze tak.

Rozpocznijmy nasza opowiesc od poczatku
biezacego stulecia. Juz w roku 1900
wiedziano, ze atmosfera ziemska jest
osrodkiem przewodzacym ladunki
elektryczne. Miedzy innymi zauwazono,
ze naladowany elektroskop (w najprostszej
postaci sa to dwa listki cynfolii na
izolowanej paleczce) po pewnym czasie
rozladowuje sie. W roku 1912 V. F. Hess
wykazal obserwacyjnie, ze przfiwodnictwo
atmosfery wzrasta wraz z wywkoscia.
Im wyzej umiescimy naladowany
elektroskop, tym szybciej sie rozladuje.
Przewodnictwo atmosfery zalezy od
stopnia zjonizowania jej atomów. Znaczy
to, ze im wyzej, tym czesciej spotykamy
atomy pozbawione jednego lub kilku
elektronów, a tym samym naladowane
elektrycznie. Przyczyna moze byc jakis
czynnik zewnetrzny, który obdziera atomy
z elektronów. Hess wysunal hipoteze,
ze istnieje jakies pozaziemskie


