
Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 231(WT=3,82) i 232 (WT=I,48)

z numeru 12/1991
Józef Siwy - La.zilka. Grn. '2,42
Henryk Korna.clri - Augustów '1,61
Piotr Kumor - Olsztyn 39,98
Ja.nusz Ollzewl)l'I - SuwaJJd 38,69
Ma.rek Pra.uza. - Pora.j 38,65
Miroala.w Ma.tlft:ga. - Skocz6w 38.46
Przem,. •••~w Gadzhhlrl- Sroda. SI. 36,49

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1992
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Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Skrót regula.minu
Kazdy moze nadsyla<! rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesil\Ca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsyla<! rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi<!
co miesil\C lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla<! w oddzielnych kopertach, umieszczajl\C na kopercie dopisek: Klub 44M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lcz.ynnik trudno~ci danego zadania:WT. = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie cho<!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punkt6w ot-l"zymuje
nadsylajl\CY. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 245, 246

Redaguje Marcin E. KUCZMA

245. Dla dowolnego zbioruH = {Pl, ... ,P7} zlozonego z siedmiu róznych punktów
plaszczyzny oznaczmy przeza(H) miare najwiekszego kata wypuklegoLPiPjPk
(i, j, k E {l, ... , 7}). Obliczyc kres dolny wartoscia(H), gdy H przebiega rodzine
wszystkich siedmiopunktowych podzbiorów plaszczyzny.

246. Wyznaczyc w zaleznosci od stalych rzeczywistycha, b liczbe róznych
pierwiastków rzeczywistych równania

:z;4 _ 2a:z;2 + b3:z; + a(a - b2) = o.

A

Zadanie 246 zaproponowal pan Tadeusz Józefczyk z Poznania.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1992

Przypominamy tresc zadan:

:341. W okrag O wpisano czworokatABCD, IADI # ICDI. Na przekatnej AC znajdujemy
taki punkt M, zeILCBMI = ILACDI. Przez punkty B, M oraz punkt przeciecia przekatnych
czworokata prowadzimy okrag. Dowiesc, ze jest on styczny do O.

242. W kazdym wierzcholku tr6jkataABC umieszczamy liczbe l. Obchodzimy kolejno
wierzcholki pozostawiajac w danym wierzcholku polowe liczby tam sie znajdujacej, druga
jej polowe dodajac do liczby znajdujacej sie w nastepnym wierzcholku. Z otrzymanej tam
sumy zn6w pozostawiamy polowe, reszte dodajac do nast~pnej liczby itd. Rozpoczynamy
od wierzcholka A. Po n-krotnym obej~ciu tr6jkata mamy w punkcieA liczbe a". Wykazac
zbieznosc i znaletc granice ciagu(a,,).

241. Oznaczmy punkt przeciecia przekatnych przezP. Przedluzamy odcinekBM do
przeciecia z okregiem O w punkcieN. Poniewaz ILCBNI = ILACDI = ILABDI, zatem luki
CN i AD sa równe. Stad wynika, ze odcinekDN jest równolegly doAC, a wiec istnieje
jednokladnosc o srodkuB, przeprowadzajaca trójkatBDN na BPM. Okrag opisany na
trójkacie BP M jest obrazem okregu O w tej jednokladnosci; a skoro srodek jednokladnosci
lezy na O, oba okregi sa styczne.

242. Niech bn i Cn beda liczbami uzyskanymi w punktachB i C po n pelnych rundach.
Oczywiscie, an + bn + Cn= 3. Runda (n + 1)-sza ma przebieg nastepujacy:

(1 l ) (1 l l l l )(an,bn,cn)---+ -an, -an+bn,cn --l -ani -an+-bnl -an+-bn+cn ---l22 ·24242

(5 l l l l l l l)--+ -an+-bn+-cn, -an+-bn, -an+-bn+-cn =
84242842

=: (an+l,bn+l,cn+tl·

Widzimy, ze cn+l = an+l - ~an;·W takim razie Cn = an - ~an-l (dla n 2: l). Stad
5 l l 5 l l

an+l = -an + -bn + -Cn = -an + -(bn + Cn) + -Cn =8 4 2 8 4 4

5 l 1( l ) 3 5 l-an + -(3 - an) + - an - -an-l = - + -an - -an-l (dla n > l).84 4 2 488 -

Podstawiajac an = ~ + Xn otrzymujemy zaleznosc rekurencyjna
5 l l

Xn+l = -Xn - -Xn-l (dla n > l); Xl) = --, Xl =8 8 - 2 8

Latwa indukcja pokazuje, zeIXnI ~ ~ ( ~) n dla kazdegon. Zatem lim Xn = 0, czyli li~ an = ~.
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ZadaniaII fillyki nr. 143, 144 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys. 2

B

t
e/'''-

Rys. l

A

t_e-
t

1~3. W duzym zbiorniku z woda na duzej glebokosci wzdluz linii prostej
w jednakowych odstepach umieszczono konc6wki trzech rurek doprowadzajacych
lub odprowadzajacych wode jednakowo we wszystkich kierunkach (rys.). Wydajnosc
'ródla A wynosi +1 (w ustalonych jednostkach, np. kg/s), a wydajnosc 'ródlaC
wynosi +2. Jaka jest maksymalna wartosc poboru wody przez rurkeB (o wydajnosci
ujemnej), przy której czerpana woda bedzie w calosci pochodzic zC, bez domieszki
z A? Przyjac, ze przeplyw jest stacjonarny (niezmienny w czasie) i laminarny (bez
zawirowan).

144. Kolyszac sie na hustawce dziecko moze:
l. siedzac wysuwac nogi do przodu (prostowac je) odchylajac jednoczesnie
do tylu górna czesc cial.a, lub na odwrót - podkurczac nogi i pochylac tulów
do przodu' (rys.1).
2. stojac przykucac (rys.2) lub podnosic sie do góry.
W kt6rych momentach dziecko powinno wykonywac opisane wyzej ruchy, aby
rozkolysac sie mocniej? Wyjasnic fizyczne podstawy odpowiedzi. Czy ruchy te
moga wzbudzic kolysanie, gdy hustawka poczatkowo spoczywal.a, czy tylko zwiekszyc
amplitude wahan pchnietej hustawki?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1992

Przypominamy.tresc zadan:
1119. Na ekranie obserwujemy prazki powstale w wyniku
interferencji «wiatla z dw6ch niejednakowo silnych tr6del
sp6jnych. Natezenie o«wietlenia ekranu w grodku prazklsw
jasnych jest n razy wieksze niz natezenie o«wietlenia w «rodku
prazk6w ciemnych. Ile razy wieksze jest natezenie o«wietlenia
ekranu przez silniejsze tr6dlo (gdy slabsze jest wylaczone)
od natezenia oll'wietlenia przez slabsze (gdy silniejsze jest
wylaczone) ?

140. Prostopadlo«cienne naczynie ma szerokoll'ca, a ciecz
wypelnia je do wysokoll'cib. Naczynie moie sie obracac
swobodnie wok6l osi O prostopadlej do plaszczyzny rysunku
i leiacej w odlegloll'cih od dna oraz w odleglo«cit od gcianek
bocznych. Jaki zwiazek musza spelniac wielkoll'cia, b i h, aby
przedstawione na rysunku poziome polozenie naczynia bylo
stabilne? Przyjac, ze masa samego na,czynia jest pomijalnie
mala w por6wnaniu do masy cieczy.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 129(WT=2,08) i 130 (WT=3,40)

z numeru 12/1991
Pa.wel Perkowski - Szczecin 38,66
Dziedysla.w Lipnia.cki - Lublin 21,S'
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnÓw 21,31

Po ponad rocznej przerwie powr6cil
do Ligi p. Lipniacki.

139. Oznaczmy natezenie oswietlenia ekranu przez silniejsze zródlo jakol l, a przez slabsze
- jako 12. Wielkosci te sa proporcjonalne do kwadratów amplitud fal

h = ka~, 12= ka~ ,

gdzie k - stala proporcjonalnosci. Szukany stosunek z= h/12 jest wiec równy

z = (::f ..
W srodku prazków jasnych amplitudy sie dodaja (interferencja konstruktywna), a w srodku
prazków ciemnych - odejmuja (interferencja destruktywna). Zatem dany stosunekn wyraza
sie przez amplitudy wzorem

n = (al + a2) 2al - a2

Przeksztalcenia algebraiczne daja rozwiazanie

z= (.fil + 1)2.fil-l

I, ,,- -, ,

140. Rozwazmy przechyl naczynia o maly kat a. Przekrój objetosci cieczy przybiera przy tym

ksztalt trapezu (rys.). o wysokoscia i podstawach b + q oraz b - q, gdzie q = ~ tga. Polozenie
. 2

srodka masyS trapezu mozna znalezc np. dzielac trapez na prostokat i trójkat i znajduj ac
najpierw polozenia ich srodków masy. W wyniku otrzymujemy

b l b a2 aq a2
z = "2 + 6bq2 = "2 + 24b tg2 a, 1/ = 6b = 12b tg a.

Z bilansu energii wynika, ze polozenie poziome jest stabilne, gdy srodek masy cieczy ulega
podwyzszeniu przy przechyle. Zatem wielkosc

Ll h = h - ~ -- (h - 2:) cos a - 1/ sin a2

powinna byc dodatnia dla malych a (wystarczy ograniczyc sie do wyrazów kwadratowych
w a). Podstawiajac otrzymujemy

l ( b) 2 a2 2Llh f:<j"2 h -"2 a - 24b a .
Stad szukany warunek stabilnosci przybiera postac

b a2h>-+-.
2 12b

Ten sam wynik uzyskamy rozpatrujac przesuniecie poziome srodka masy i moment sily
ciezkosci.
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