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Spójrzmy w ten sposób na sume 1+ 2 + ... + n.
Otrzymamy ja. zliczajac czarne punkty kolejno
w "ukosnych" grupach na rysunku 1 (tutajn = 5).

Rys. l

Dopelniajacych do kwadratun x n kólek jest on
mniej. W efekcie

(1 + 2 + ... + n) + [(1 + 2 + ... + n) - n] = n2 ,

skad natychmiast wynika dobrze znany wzór
n(n + 1)

1+ 2+ ... + n = --2--'
Jeszcze prosciej oblicza sie "geometrycznie" sume
1+ 3 + 5 + ... + (~n + 1). Wystarczy tylko zauwazyc,
ze sume te otrzymuje sie liczac po kolei od kierunku
poludniowo-zachodniego do pólnocno-wschodniego
punkty w paczkach zaznaczonych na rysunku 2 (tutaj
tez n = 5) i ze punkty te wypelniaja. kwadratn x n.
Otrzymujemy 1+ 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2•

Rys. 2

Cia.g 1, 1, 2,3,5,8, ... jest zbudowany w ten sposób,
ze - poczynajac od miejsca trzeciego - kazdy
jego wyraz jest suma dwóch bezposrednio go
poprzedzajacych, czylian+2 = an + an+l, n = 1,2, ....
Ciag ten nazywa sie ciagiem Fibonacciego i ma wiele
interesujacych wlasnosci. Jedna z nich odkryjemy.

Zauwazmy, ze sumear + a~ + ... + a~ mozemy
zinterpretowac geometrycznie jako sume pól
kwadracików o bokachaj ulozonych wedlug schematu
pokazanego na rysunku 3 (dlan = 5 bok i-tego
lcwadracikajest równyaj).

2

Rys.·3

Kwadraciki te skladaja sie na prostokat
o bokachan i an-l + an = an+l. Wynika stad,
ze ar + a~ + ... + a~ = an . an+l'

Wykazemy teraz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
al,···,an b1,·,·.bn

(i) Var + br + Va~+ b~ + ... + ja~ + b~ ~

~ v(al + a2 + ... + an)2 + (b1 + b2 + ... + bn)2,

V(1- aI)2 + a~ + ~2)2 + a5 + ... +

(ii) + V(1- an-l)2 + a~ + V(1- an)2 + ar ~

> nV2
- 2 .

By wykazac nierównosc (i), wystarczy zauwazyc
najpierw, ze mozna zalozyc, iz wszystkieaj, bj

sa nieujemne, a nastepnie spojrzec na rysunek 4
i przypomniec sobie twierdzenie Pitagorasa oraz fakt,
ze lamana ma dlugosc nie mniejsza niz odcinek laczacy
jej konce.

b,

Rys. 4

Druga nierównosc uzyskac jest trudniej. Wygodnie
jest zauwazyc, ze mozna ograniczyc rozwazania do
przypadku, gdyO ~ aj ~ 1. Wymaga to nieco wiecej

wysilku niz redukcja w poprzednim przypadku. \
Mozna by tez nie wykonywac redukcji, a uogólnic



nieco dalsze rozumowanie oraz rozwazyc oddzielnie
przypadek n nieparzystego i parzystego. My zalozymy,
ze n jest parzyste podpowiadajac, ze drugi przypadek
mozna, wykazujac nieco sprytu, latwo do tego
sprowadzic.

Narysujmy lamana. (rys. 5) on + 1 bokach
dlugosci 1 i kolejno prostopadlych. Na bokach tej
lamanej odlózmy kolejno odcinki o dlugosciach
al, a2,···, an,al. Laczac konce tych odcinków
tak jak na rysunku 5 otrzymamy lamana.
A1A2 ... AnAn+b której dlugosc jest równa lewej
stronie nierównOsci (ii). Lamana ta ma dlugosc nie
mniejsza niz dlugosc odcinkaAl An+ l. Ta z kolei jest
równa V(A1A)2 + (AAn+1)2. Zauwazmy jednak,

ze odcinki AlA i AAn+l sa oba równe ~. W efekcie
2

.)(1-al)2 + a~ + .)(1- a2)2 + a~ + ... +

+ .)(1- an-l)2 + a~ + .)(1- an)2 + ar ~

> J n2 + n2 = nJ2 .- 4 4 2

Rys. 5

Reda' Zadania_gUJe Pawel STRZELECKI .

M 643. Na polach szachownicy 111 x 111 wpisujemy w dowolny sposób jedynki
i minus jedynki, po jednej liczbie na kazdym polu. Pod kazda kolumna zapisujemy
iloczyn liczb stojacych w kolumnie, obok kazdego wiersza - iloczyn liczb stojacych
w tym wierszu. Otrzymane w ten sposób 222 liczby dodajemy. Udowodnic,
ze uzyskana suma jest niezerowa.
Rozwiazanie na str. 16

M 644. Na polach szachownicy 6 x 6 lezy 18 nie zachodzacych na siebie kostek
domina (o wymiarach 2 x 1 kazda). Wykazac, ze niezaleznie od sposobu ich ulozenia
mozna jedna z poziomych lub pionowych linii oddzielajacych pola przeciac szachownice
na dwie czesci tak, by nie przeciac na pól zadnej kostki domina.
Rozwiazanie na str. 16

M 645. Mamy pewna liczbe 1992-cyfrowa podzielna przez 9. Niechk oznacza sume
cyfr tej liczby, m niech bedzie suma cyfr liczbyk, l zas - suma cyfr liczbym. Jakie
wartosci moze przybieracl?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 341. Pod jakim katem w stosunku do pionu bylby widoczny z Warszawy satelita
geostacjonarny nadajacy polskie programy i zawieszony nad równikiem na tej samej
dlugosci geograficznej co Warszawa. Promien Ziemi wynosiR ~ 6400 km.
Rozwiazanie na str. 12

F342. Do sprezynki przylozono zmienne napiecie o czestotliwosciv. Obliczyc
czestotliwosc dzwieku, jaki zaczela wydawac drgajaca sprezynka.
Rozwiazanie na str. 12
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