
Pokrywamy plaszczyzne kwadratami
Mamy dany taki nieskonczony ciag liczbowy {rn},00

ze L r~ = 00; wykazac, ze kolami o pro;;Ueniach rn mozna
n=l

pokryc plaszczyzne.

Zadanie to pochodzi z jednej ze studenckich olimpiad
matematycznych w ZSRR; ponizej przedstawimy piekne
rozwiazanie, autorem którego jest A. Bachszecjan,
pracownik Uniwersytetu w Erewaniu .

Na wstepie zauwazmy, ze teza zadania równowazna jest
mozliwosci pokrycia plaszczyzny kwadratami o bokachrn •

(rvlz)' < 1rr' < (2r)' = 2(rv'2)'

Rozpatrzymy dwa przypadki: albo istnieje takiee > 0,
ze rn ~ e dla nieskonczenie wielun, albo dla kazdego
e > ° mozna znalezc tylko skonczona liczbe wskaznikówn,
dla których rn ~ e. W pierwszym przypadku teza jest
oczywistaj za pomoca nieskonczenie wielu kwadratów
o bokach równyche mozna pokryc plaszczyzne, uda sie
wiec to przy uzyciu kwadratów wiekszych. Zajmijmy sie
zatem drugim przypadkiem.

Mozemy zalozyc, ze{rn} jest ciagiem nierosnacym.
Dlaczego? Wezmy dowolne ij promieni wiekszych od ri
jest skonczenie wiele, mozemy je wiec uporzadkowac od
najwiekszego do najmniejszego. Postepujac tak dalej,
mozemy ustawic promienie w ciag monotoniczny.

Bedziemy rozwazac kola bez brzegówj jesli nimi da
sie pokryc plaszczyzne, to i kolami domknietymi tez.
Wybierzmy dowolny punkt Ol na plaszczyznie jako srodek
kola o promieniu rl. Zbiór punktów nie nalezacych do
tego kola jest domkniety, istnieje zatem. taki punkt O2 nie
nalezacy do kola, ze odleglosc dowolnego punktu spoza kola
od Ol jest nie mniejsza niz odleglosc Ol od O2 (oczywiscie,
bedzie to dowolny punkt z okregu). Po co wprowadzac
punkt O2 w taki sposób, a nie od razu brac element
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W roku 1983 Miedzynarodowy Kongres Matematyków
odbywal sie w Warszawie. Kilku matematyków
zagranicznych ze zdziwieniem zauwazylo nazwisko
Banacha nad przednimi szybami niektórych tramwajów.
Gdy poprosili gospodarzy o wyj asnienie, dowiedzieli
sie, ze istnieje w tym miescie ulica, nazwana imieniem
Stefana Banacha. Koniecznie chcieli te ulice zobaczyc,
udali sie wiec na nia odpowiednim tramwajem. Kiedy
dotarli na miejsce, okazalo sie, ze znajduje sie tam
sporej wielkosci niezab1.idowany obszar. Stwierdzili
wówczas zgodnie, ze nie jest to "ulica Banacha", ale
raczej "przestrzen Banacha"· ...
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- Aksjomat wyboru to potezne narzedzie ...

(z wykladu dla student6w matematyki)

z brzegu? Bo w analogiczny sposób mozna rozumowanie
powtarzac, konstruujac kolejne kola i korzystajac z tego,
ze ich suma jest zbiorem otwartym. W punkcie O2
umieszczamy kolo o promieniur2, a jako 03 obieramy
którys z punktów spoza sumy dwóch kól o minimalnej
odleglosci od Ol. l tak dalej ...

Przypuscmy, ze po wykorzrstaniu wszystkic~rn
skonstruowana powyzej nieskonczona suma kól nie
pokryje calej plaszczyzny i wezmy punktP nie nalezacy
do otrzymanej figury. Wówczas figura nasza zawiera
sie w kole o srodku Ol i promieniuR + rl, gdzie R jest
odlegloscia Ol odP. Rozwazmy teraz kola o srodkach
w punktach On i promieniach rn. Sa one parami

2
rozlacznej gdyby bowiem kola o numerachj i k mialy
punkt wspólny (j < k), to Ok nalezaloby do kola
o srodku Oj i pr9mieniu rj, co jest - na mocy konstrukcji
- niemozliwe. Wobec tego suma pól mniejszych kól jest
nie wieksza niz7T(R + rI)2j ale z drugiej strony wynosi

00 2

ona 7T L rn, czyli nieskonczonosc. Uzyskana sprzecznosc
n=l 4

konczy dowód.

Wykazalismy, ze jesli mamy rodzine kwadratów
o nieskonczonej sumie pól, to da sie nimi pokryc
plaszczyzne. A gdyby kwadraty zastapic prostokatami?
Odpowiemy na to w nastepnymEPSILON/E, niemniej
jednak zachecamy Czytelników do samodzielnego
zmierzenia sie z tym zadaniem.

Armen EDIGARIAN
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