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Zasada indukcji ma dwie cechy, które stanowia o jej atrakcyjnosci:
jasne, klarowne sformulowanie oraz duza rozmaitosc zastosowan.

Jej najbardziej przemawiajaca do wyobrazni forma jest "zasada
domina": gdy ustawimy kostki domina w rzadek tak, ze przewrócona
poprzednia potraca nastepna, to wystarczy popchnac pierwsza,
a przewróca sie wszystkie.

W matematyce jednak bardziej uzyteczne jest nastepujace
sform ulowanie:

Jes1i dany jest ciag zdan {<Pn}nEN,o którym wiemy, ze:

1) <Pl jest prawdziwe,

2) prawdziwosc <Pnpociaga prawdziwosc <Pn+l (dla dowolnego n),
to wszystkie zdania w ciagu sa prawdziwe.

Najczesciej zasade indukcji stosujemy do dowodzenia wzorów

(równan, nierównosci) dotyczacych liczb naturalnych.

Przyklad!.
Niech Pl = 2, P2= 3, P3 = 5, P4 = 7, P5 = 11 itd., tzn. Pn jest n-ta
liczba pierwsza. Wtedy Pn > 3n, dla n ~ 12.

Dowód. Wypiszmy dalsze liczby pierwsze: P6 = 13, P7 = 17,
Ps = 19, P9 -= 23, PlO = 29, Pll = 31, P12 = 37. A wiec zdanie <Pl

oznacza,. zeP12 = 37 > 3 . 12= 36, co jest prawda. Zalózmy
wiec, ze zachodzi zdanie<Pn-llJ tzn. Pn > 3n. Z tego wynika,

ze Pn ~ 3n + 1. Musi byc Pn+1 ~ Pn + 2, bo Pn + 1 jest
parzyste (a wiec nie móze byc pierwsze, boPn > 2), a wiec
Pn+1 ~ (3n + 1) + 2 = 3n + 3 = 3(n + 1). Ale ta liczba jest z kolei

podzielna przez 3 (i rózna od 3), a wiec nie moze byc pierwsza. Stad
wynika, zePn+l > 3(n + 1), a wiec zdanie <Pn-10. Zasada indukcji
gwarantuje wiec prawdziwosc nierównosci dla dowolnegon E N,
n ~ 12.•

Dowodzony wzór moze dotyczyc równiez innych obiektów, o ile

wystepuja w nim liczby naturalne (w roli parametrów).

Przyklad 2.
Znajac wzór na pochodna funkcji identycznakiowej f(x) = x

oraz wzór na pochodna iloczynu wykazemy, ze(xn)' = nxn-l dla
dowolnego n EN.

Dowód. Dla n = 1 mamy (x)' = 1, co stanowi wiedze wyjsciowa.
Dalej:

(xn+l)' = (xnx)' = (xn)'x + xn(x)' = nxn-lx + xn = (n + l)xn.
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S'tefan Banach (jr) jest doktorem medycyny,
specjalista neurochirurgiem. W zwiazku
z obchodami setnej rocznicy urodzin jego ojca
poprosilismy go o udzielenie wywiaduDelcie.

- Przegladajac rózne opracowania
biograficzne Pana ojca mozna sie doszukac
pewnych niescis/osci ...

- Wiekszosc danych biograficznych
dotyczacych mojego ojca, które mozna
gdzies znalezc, pochodzi ode mnie,
lecz zanim zostaly one zapisane, to
niejednokrotnie ktos cos zmienil, cos
od siebie dodal i skutek jest taki,
ze w wielu miejscach sa napisane po prostu
falszywe informacje. I tak na przyklad mój
ojciec urodzil sie 30 marca 1892 roku, a nie
20, jak jest w wielu miejscach podawane.
Skad sie wzial ten blad? SteinhauB kiedys
podczas przemówienia ku czci mojego
ojca podal te bledna date, a inni za
nim powtórzyli. Steinh~us podal tez,
ze mój ojciec po urodzeniu zostal oddany
na wychowanie do praczki nazwiskiem
Banachowa, od której jakoby mial przez
wdziecznosc przybrac nazwisko. Jest to
nieprawda. Owa praczkar do której zostal
oddany na wychowanie, nazywala sie Maria
Plowa, natomi·ast nazwisko Banach jest
nazwiskiem jego matki.

- Powiedzial Pan,ze pisze wspomnienia
o ojcu. Czy móglby Pan podac jakies
szczególy'?

- Owe wspomnienia sa dopiero w stadium
. pisania. Chcialbym je ukonczyc w ciagu
roku, a jesli chodzi o ich wydanie, to jak
Bóg da ..

- Znany jest fakt, ze Pana ojciec bedac
malym dzieckiem biegle wladal jezykiem
francuskim. Steinhaus pisze, ze nie
wiadomo, gdzie sie go nauczyl.

- Alez wiadomo. Jak juz zostalo tutaj
wspomniane, mój ojciec zostal oddany
na wychowanie do Marii Plowej. Jej
córka - starsza o 15 lat przybr~na siostra
Banacha - miala przyjaciela. Byl nim
krakowski fotograf Ludwik Mien. Byl
on Francuzem i rozmawial z ojcem po
francusku. Stad owa biegla znajomosc
francuskiego. Na marginesie, Ludwik
Mien specjalizowal sie w fotografowaniu
dzieci i prawie wszystkie zachowane
zdjecia mojego ojca z dziecinstwa sa jego
autorstwa.



- Jakie warunki materialne mial Pana

ojciec w dziecinstwie?

- Aby pomóc przybranej' matce, zaczal
udzielac korepetycji. Poczatkowo z róznych
przedmiotów, potem ograniczyl sie do
matematyki, a w koncu zaczal wylacznie
przygotowywac do matury. Z czasem
przybrana matka i siostra - obie byly
praczkami - dorobily sie i otworzyly
zaklad pralniczy zatrudniajacy 15-20 osób.
Oczywiscie, poprawily sie wtedy wanmki
materialne mego ojca.

- Kiedys, przy jakiejs okazji wspomnial

Pan, ze Pana ojciec tanczyl jako student

w operze.

- Bedac studentem dorabial tanczac za 20
halerzy mazura w drugiej parze w operze
Halka. W innej natomiast operze niósl
byka jako jeden z szesciu tragarzy.

- Czy interesowal sie sportem?

- Jako chlopak namietnie grywal w pilke
nozna na Bloniach w Krakowie. W czasach
studenckich bardzo chetnie grywal w bilard
i byl w tym bardzo dobry. Ale bilard
byl wówczas inny niz 'teraz. Nazywal sie
karambol, a czasami k.arambolka. Byly
tam tylko trzy bile. Teraz jest modny
bilard amerykanski. To cos zupelnie
innego. Bardzo dobrze gral tez w tenisa.
A ze byl mankutem, wiec stanowilo to
dodatkowe utrudnienie dla przeciwnika.
Z mankutem trudniej sie gra, bo ma on
inne zagrywki, niz te, do których jestesmy
przyzwyczajeni. Od niego nauczylem sie
grac w tenisa.

Na marginesie, mimo ze byl mankutem,
to jednak pisal prawa reka - wówczas
wymagano w szkole, aby wszyscy pisali
prawa reka. Pisal prawa, ale kamieniami
rzucal lewa - po tym zawsze mozna poznac
mankuta.

. - Czy interesowal sie polityka,? Jakie mial

poglady?

- Tak, interesowal sie. Gdybym jednak
chcial dac panu krótka odpowiedz na
drugie pytanie, to na pewno mialby pan
bledne wyobrazenie o pogladach mego ojca.
Sytuacja polityczna byla wówczas na tyle
zlozona, ze danie krótkiej odpowiedzi na to
pytanie jest po prostu niemozliwe. Jedno
moge natomiast powiedziec. Absolutnie nie
'byl komunista.

- Czy Pana ojciec odpowiadal powszechnym

wyobrazeniom co do tego, jaki powinien byc
profesor uniwersytetu?

- Pamietam, jak kiedys przyszedl do
gimnazjum na wywiadówke. Moi koledzy
byli zdziwieni, ze nie ma on brody do pasa
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Druga równosc wynika ze wzoru na pochodna iloczynu, a trzecia
- z zalozenia indukcyjnego. Powolanie sie na zasade indukcji konczy
dowód .•

Szczególnie ciekawe zastosowania indukcji to dowody twierdzen,
które nie maja postaci wzorów, a liczby naturalne nie wystepuja
w nich jawnie.

Przyklad 3 - tym razem zadanie z geometrii.
Wykazac, ze jesli plaszczyzne podzielimy na czesci za pomoca
prostych i okregów, to mozna uzyskane obszary tak pomalowac
dwoma kolorami, by kazde dwa z nich, graniczace ze soba wzdluz
luku badz odcinka, mialy rózne kolory.

Dowód. "Ukrytym" parametrem naturalnym jest tutaj licz ba
prostych i okregów tworzacych podzial. Gdy na plaszr:zyznie dany
jest jeden okrag (badz jedna prosta), to zadane pomalowanie latwo
uzyskac. Przypuscmy, ze dla danegon umiemy to zadanie rozwiazac
i rozwazmy plaszczyzne podzielona przezn + 1 linii (prostych lub

okregów). Gdy na chwile "zapomnimy" o jednej z nich, uzyskamy
n linii - tak uzyskany podzial umiemy pomalowac. Dokladajac
ostatnia linie wystarczy zmienic kolory obszarów po jednej jej stronie

(na przeciwne), a zachowac kolory po drugiej - i uzyskamy zadany
efekt .•

Teraz podamy przyklad rozumowania indukcyjnego o szczególnie
ciekawej strukturze: tutaj "kostka domina" wcale nie "potraca"
bezposrednio nastepnej.

Przyklad 4.
Wykazemy twierdzenie Cauchy'ego o srednich

al + ... + an ~---
-----~ \lal ... an, dla al,aZ, ... ,an~O.n

Dowód. Dla n = 1 twierdzenie orzeka, ze al ~ al, w co mozna
uwierzyc. Przypuscmy, ze nierównosc Cauchy'ego jest prawdziwa dla
pewnego n i dowolnego ukladu liczb al, ... ,an. Wywnioskowac stad,
ze jest ona prawdziwa dlan + 1, jest jednak dosc trudno (prosze
popróbowac!). Zamiast tego zrobimy rzecz latwiejsza: udowodnimy
ja dla 2n. W tym celu wykorzystamy znany przypadek szczególny

(n = 2). Jesli a, b ~ O, to

a+b r-;
(*) -2- ~vab

(kto go nie zna, moze udowodnic samodzielnie). Niech dane
teraz beda liczby al,az, ... , aZn~ O. Wykazemy, ze dla nich

, ., h d' ., "C h' N' h al+ ... + anrownlez zac o Zl nlerownosc auc y ego. leca = ,n
b an+ l + ... + aZn N l' .. d k .= -------. a mocy za ozellla m u cYJnegon

a ~ \lal' an, b ~

al + + aZn

2n

~J \lal' .... an \lan+l ..... aZn = 2\1''''1 ... "'~n,

co nalezalo wykazac. Na mocy zasady indukcji udowodnilismy
nasze twierdzenie dlan = 1,2,4,8, ... ,2k, ... A co z pozostalymi
wartosciami? Okazuje sie, ze mozna sie do nich cofnac stosujac
specyficzna "indukcje wsteczna" (zwolennik postepu moze
powiedziec "reakcyjna"). A wiec, tym razem zakladamy nasza
nierównosc dlan + 1 i udowodnimy ja dla n. W tym celu ustalmy



dowolne n liczb nieujemnych: a!, ... ,ano Niech

an+1 = .!.(al + ... + an). Na mocy zalozenian

(_a_l_+_'_'_'n_+_+_a_~_+_a_n_+_l) n+l ~ al ..... an . an+l .

Stosujac okresleniean+l, po prostych przeksztalceniach,
otrzymujemy

(al+ ... +an)n+l> (al+ ... +an)
------ _ al an ------n n

P d· l .. al + ... + ano po Zle emu stronamI przez .' marnyn

(al+ ... +an)n>
------ _ al ..... an ,n

co konczy dowód nierównosci Cauchy'ego w tym przypadku, a wiec

i we wszystkich (indukcja). _

Na zakonczenie przedstawimy zastosowanie indukcji do dowodu
pewnego bardzo zaskakujacego twierdzenia. Pewni barbarzyncy.

(tzn. ludzie nie znajacy zasady indukcji) moga w nie nawet nie
uwierzyc!

Przyklad 5.
Wszystkie koty sa tego samego koloru!

Dowód. Dla n = 1 kotów twierdzenie orzeka, ze kazdy kot jest
takiego samego koloru jak on sarn, co jest oczywiste. Zakladajac
teraz, ze kazdy n-elementowy zbiór kotów sklada sie z kotów
o tym samym kolorze, wezmy pewien ich zbiórn + l-elementowy.
Usuwajac .z tego zbioru pewnego kota przekonamy sie, ze wszystkie
pozostale sa tego samego koloru (jest ichn, a wiec pracuje zalozenie
indukcyjne). Wystarczy sie tylko przekonac, ze ten usuniety jest
równiez tego koloru. W tym celu dolaczamy go z powrotem do
zbioru, a usuwamy innego. Znów marny n-elementowy zbiór, ,a wiec
znów na mocy zalozenia indukcyjnego widzimy, ze poprzednio
usuniety kot jest koloru pozostalych, bo razem utworzyly zbiór
jednokolorowy. To konczy indukcje. A nasze twierdzenie wynika
teraz z faktu, ze liczba kotów na swiecie jest skonczona (chocby
dlatego, ze masa Ziemi jest skonczona), a wiec wyraza sie pewna
liczba naturalna, do której dojdziemy w procesie indukcji. _

Mysle, ze powyzsze przyklady przekonaly Czytelnika do plodnosci
zasady indukcji jako metody poznawczej i srodka do rozwiazywania
zadan, co skloni Go do zastanowienia sie nad nastepujacymi
zadaniami.

1) Na plaszczyznie danych jestn prostych, z których kazde dwie
przecinaja sie, ale zadne t-rzy nie przechodza przez jeden punkt.

Wykazac, ze dziela one plaszczyzne nal(n2 + n + 2) czesci.
2) Wykazac, ze jesli na plaszczyznie danych jestn punktów nie
lezacych na jednej prostej, to wsród prostych laczacych je jest
co najmniej n róznych.

3) Udowodnic, ze szachownice o wymiarach(4k + 1) x (4k + 1)
mozna obejsc ruchem konika szachowego przechodzac przez kazde
pole jeden raz.
4) Na dworze króla Artura zebralo sie2n rycerzy, przy czym zaden
z nich nie ma wiecej niz n-l wrogów. Udowodnic, ze Merlin
- doradca Artura - moze tak rozsadzic rycerzy przy Okraglym Stole,
by zaden z nich nie siedzial obok swojego wroga.
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i ze nie jest trzesacym sie staruszkiem.
Takie byly wówczas wyobrazenia'
o tym, jak powinien wygladac profesor
uniwersytetu. A on przeciwnie, byl
mlodym czlowiekiem lamiacym rózne
przyjete formy. W latach 30. bylo
nie do pomyslenia, aby wyjsc na ulice
w koszuli a. la Slowacki, to znaczy
rozpietej pod szyja i z szeroko rozlozonym
kolnierzykiem. Trzeba bylo miec koszule
zapieta pod szyja i mocno zaciagniety
krawat. Pod marynarka obowiazkowo
musiala byc kamizelka. Trzeba bylo
tez miec rekawiczki, jesli nie zalozone,
to przynajmniej nalezalo trzymac je
w reku. Ojciec zlamal te mode. Pamietam,
jak na przyklad kiedys wyszedl na ulice
w niemodnej wówczas koszuli z krótkim
rekawem i z laska w reku. Zaczeto pózniej
pomalu odstepowac od tych sztywnych
rygorów odnosnie ubioru.

- Jak Panstwo spedzali wakacje'?

- Wakacje trwaly dwa miesiace. Lipiec
spedzalem na obozie harcerskim, sierpien
zas z rodzicami w Karpatach Wschodnich.

- Czy Pana ojciec zajmowal sie matematykq

w czasie okupacji'?

- Zajmowal sie matematyka co~ziennie
prawie bez przerwy az do konca zycia.
Takze podczas okupacji. Mial olbrzymia
podzielnosc uwagi. Mógl pracowac
w kazdych warunkach. Bardzo chetnie
w zgielku kawiarnianym.

- Czy duzo mówil w domu o matematyce'?

- Nie, nie mówil. Kiedy ja i mama
kladlismy sie spac i byl juz spokój,
to wtedy zabieral sie do pracy i pracowal
do bardzo pózna. Mniej wiecej do trzeciej
nad ranem.

Chcialbym jednak zaznaczyc, ze mial
zawsze dla mnie duzo czasu. Niedziele
nalezaly do mnie. W co druga niedziele
chodzilismy na meczePogoni lwowskiej,
a gdy ta druzyna miala. mecze wyjazdowe,
to chodzilismy do kina na filmy
kowbojskie.

- Czy namawial Pana do zajecia sie

matematykq'?

- Tak, namawial, ale bardziej interesowala
mnie humanistyka i nauki przyrodnicze.
Zreszta, gdy z czasem w gimnazjum
coraz lepiej poznawalem i rozumialem
matematyke, to w coraz wiekszym stopniu
zdawalem sobie sprawe, ze nigdy nie
osiagne poziomu mojego ojca. Tak wiec
dosyc wczesnie wykrystalizowala sie
we mnie chec pójscia na medycyne, a ojciec
tego nie hamowal. Uwazal, ze kazdy
powinien zyc z hobby.


