Czy natura

oscylatora harmonicznego

nie jest bardziej skomplikowana
niz przypuszczalisSmy?

Wojciech KROLIKOWSKI

Wsréd prostych ukladéw dynamicznych jednym z najbardziej
podstawowych teoretycznie, a jednoczeénie najpopularniejszych

w zastosowaniach fizycznych 1 technicznych, jest jednowymiarowy
oscylator harmoniczny. Wystarcay wspomnieé, ze wszechobecne

w naszym zyciu codziennym pole elektromagnetyczne mozna uwagad

& dynamicznego punktu widzenia za pewien (nieskoriczony) zbiér
takich oscylatoréw.

W mechanice klasycznej ruch jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego opisujemy réwnaniem Newtona

(1) .mi = —muw?z,
gdzie Z jest druga pochodna wzgledem czasu ¢ wspdhrzednej
okreslajacej wychylenie oscylatora z poloZenia réwnowagi z = 0,
m zas i w oznaczaja mase i czestodé (kolowa) oscylatora. Ogélne
rozwiazanie réwnania rézniczkowego drugiego rzedu (1) ma postaé
drgania harmonicznego o czestosci w:

(2) z = Asin(wt + f),
przy czym dwie stale dowolne, A i f, sa amplituda i przesunieciem
fazy tego drgania (moZna je wyznaczy¢ z warunkdéw poczatkowych
w pewnej chwili t = to: z(to) = zo 1 Z(to) = %o, gdzie 2o i 3o
sa danymi stalymi). Energie jednowymiarowego oscylatora
harmonicznego okreéla wudr

1

3 H=—(p* + m?w?s?),

(3 L )

gdzie p = miz przedstawia ped oscylatora. Ze zwiazkéw (2) 1 (3)
otrzymujemy wartosé energii oscylatora:

(4) H=F= %mszz.

Gdy od mechaniki klasycznej przechodzimy do mechaniki kwantowej,

role wspélrzednej = i pedu p przejmuja pewne macierze kwadratowe
(o nieskoriczonej liczbie wierszy i kolumn). Oznaczmy je przez %

i p. Jak wiadomo (przynajmniej niektérym z Czytelnikéw,
obeznanym nieco blizej z pojeciem macierzy), mnozenie macierzy
nie jest na ogdl przemienne w odréznieniu od mnozenia liczb
(rzeczywistych i zespolonych). Mozna sie wiec spodziewad,

ze £ # pZ. Rzeczywiscie, podstawowym prawem mechaniki
kwantowej jest relacja nieprzemiennosci Heisenberga

(5) 3P — pa = ih,

gdzie h oznacza stala Plancka dzielona przez 27 o wartosci
doswiadczalnej 1,05457266 x 1073* J-s (zauwaimy, se gdyby & bylo
réwne 0, wielkodci fizyczne £ i § stalyby sie przemienne, a wtedy
wrécilibySmy do mechaniki klasycznej). Dla porzadku dodajmy,

Ze po prawej stronie relacji (5) przy % wystepuje domyslnie maciers
jednostkowa 1 (tzn. macierz o samych jedynkach na przekatnej
gléwnej), ktérej zwykle nie wypisujemy. W konsekwencji
macierzowego charakteru £ i p role energii H danej wzorem (3)
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rozsadkowi (V)
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Goraca woda zamarznie

szybciej niz zimna

Tomasz HOFMOKL

W tym cyklu wykladéw opowiadam
Pafistwu o doswiadczeniach, ktérych
wynik jest na tyle zaskakujacy, Ze zdaje
sie przeczyl zdrowemu rozsadkowi.

Na podstawie wiedzy nabytej i uogélniefi
dodwiadczen Zycia codziennego wyrabiamy
sobie kryteria tego, co jest mozliwe, a co
nie powinno Zadna miarg sie zdarzyé.
Zakres naszych doswiadczeri jest na

ogot ograniczony i dlatego trudno sie
spodziewaé, aby naaz zdrowy rozsadek
mégt byé arbitrem we wszystkich
sytuacjach, zdarzajacych sie w przyrodzie.
Warto to sobie udwiadomié; uczy to nas

2 jednej strony podziwu dla bogactwa
otaczajacego nas éwiata, a z drugiej
sugeruje wiekazg pokore przy ocenie

¢ wlasnych mozliwodci osadu, co jest

mozliwe, a co nie.

Dzié zaczne moja pogawedke od bardzo
prostego zjawiska, a skornicze na nieco
trudniejszym. Oba zjawiska laczy proces
oddawania do otoczenia ciepta. Historie
mozna by zaczaé dowolnie dawno. Ludzie

" mieszkajacy w krajach o zimnym klimacie

zauwazyli, ze woda zimna zamarza na

| mrozie wolniej niz woda podgrzana.

Uwazano, ze poidelka dla ptakdéw lepiej

| napeiniaé zimna woda, a w nowszych

czasach, ze lepiej my¢ samochéd zimna
woda, jeZeli jest on narazany na dzialanie
mrozu. Byly to poglady na granicy
przesadu do czasu, gdy zjawisko to zaczeto

| badaé systematycznie.

Zaczelo gie wazystko na zajeciach w azkole

. wyzsze] w Tanzanii. Jednym z zadah
| dla studentéw byto sporzadzenie lodéw,

zwyklych jadalnych lodéw. Instrukcja,

| a dcidlej méwiac, receptura, nakazywala

podgrzanie mleka, zmieszanie go z cukrem,
ostudzenie mieszaniny do temperatury
pokojowej, a nastgpnie zamrozenie

w elektrycznym zamrazalniku. Wéréd
studentéw, ktérzy przyrzadzali lody byl
Erasto Mpemba. Tego dnia on i jego

¢ kolega z jakiegod powodu bardzo




gie spieszyli. Erasto nie misal cierpliwodci
poczekad, az mieszanina ostygnie do
temperatury pokojowej, a jego kolega nie
zatroszczyl sie nawet o podgrzanie swojej
porcji. Ohaj wloiyli przygotowane porcie
réwnoczeénie do zamraZalnika. Porcja
Erasto byla ciepla, mo#e nawet goraca,

a porcja kolegi chlodna. Xu wielkiemu
sdumienin Mpemba stwierdzil, Ze to
jego, poczatkowo goraca, mieszanka
zamarzta znacznie wezesnie] niz mieszanka
chlodna. Sprawa nabrala rozgtosu,

gdy Mpemba wraz z D.G. Osbornem

z University College Dar es Salaam
opublikowali sprawozdanie w czasopiémie
Physics Education. Przez pewien okres
czasopismo otrzymywalo wiele listéw ze
stwierdzeniami, e efekt jest falszywy,
spowodowany jakimé bledem lub wprost
przeciwnie, ze zjawisko to jest dobrze
znane. Dzié wiemy, Ze zjawisko to jesi
rzeczywiste, ale do koiica nie znamy
pelnego wyjagnienia. Szereg czynnikéw
moze byé odpowiedzialnych za jego
przebieg. W cieplym plynie moze byé

lepezy przeplyw niz w zimnym i w zwiazku §

z tym lepsza wymiana ciepla z otoczeniem.
Wiadomo réwniez, ze w cieplym plynie jest
mnisj rozpuszczonego gazu (powietrza) niz
w zimnym. Rozpuszczony gaz spowalnia
stygniecie. Wiadomo, Ze rury z ciepia
woda w domowej instalacji zamarzaja

w czasie awarii niekiedy wczednie] niz rury
% zimna woda, ktdrg chroni rozpuszczone
powietrze. Moze jakad role odgrywa

fakt, ze cieply plyn szybciej paruje niz
zimny i w rezultacie, nawet jezeli na
poczatku ilodei plynu byly jednakowe,

to zamarza mniej plynu z cieplego naczynia |

niz zimnego, bo czesé z cieplego zdaiyia
wyparowad. Nie chce Paristwu niczego
sugerowad, sam nie jestem pewny, co jest
najwazniejszym czynnikiem wywolujacym
wspomniany efekt. Proponuje natomiast
wykonanie tego dodwiadczenia z ugyciem
malych pojemnikéw na wode i domowej
zamragarki.

Tak jak obiecalem, przejde teraz do
drugiego zjawiska, ktére okreélitem jako
trudniejsze. Uswiadomilem gobie, Ze tak
naprawde to jest ono nawet prostsze niz
studzenie mleka z cukrem. Trudniejsze
jest tylko zauwagenie, Ze w jego przebiegu
jest cosd, co nie zgadza sie ze zdrowym
rozsadkiem. Cofnijmy sie do poczatkéw
naszego stulecia i zajmijmy sie nie
rozwiazanym w tym czasie problemem,
jakim bylo promieniowanie ciala doskonale
czarnego. Niech nikogo nie zniecheca
okredlenie cialo doskonale czarne. To tylko
uproszczenie zagadnienia, bo wtedy nie
musimy definiowad, jakiego koloru jest

przejmuje w mechanice kwantowe] maciers

1 a2 2 2452

= — mew rTj.
(6) A=+ )
Ogdiniej, w mechanice kwantowej macierze kwadratowe (zwykle o nieskoriczone]j
licebie wiersgy i kelumn) opisuja wielkodei figyczne. Prosimy Cezytelnika
o potraktowanie tego stwierdgenia jako watepne] informacji, kidra, by¢ moze,
sacheci Go do samodzielnej préby zapognania sig 2 elementami mechaniki
kwantowej (w tym celu mo#na by poleci¢ podrecgnik przeznaczony dla
poczatkujacych studentéw uniwersytetu: E. H. Wichmann, Fizyka kwsniowa,
PWN, Warssawa 1973). Tutaj ograniczymy si¢ do pewnej uwagl wekazujacej
na podstawowy preyceyne sprawiajaca, e wladnie macierze sg odpowiednie do
opisu wielkodci fisycznych w éwiecie atomowym rzadronym prawami mechaniki
kwantowej. Oté%, moina ogdlnie powiedzied, e fizyka, badajac pewien ukiad
(fizyezny), rozwada smiany jego stanu, a wiec preejécia ukladu migdsy régnymi
parami jego standw. W odré¢nieniu od naszego makrodwiata, w dwiecie
atomowym pomiar kagdej wielkodci fizycenej (nawet ,maksymalnie subtelny"”)
powoduje {na ogél) zaburrenie stanu ukladu prowadrzace do preejé¢ miedszy
régnymi parami jego standw. Stad wszystkie motliwe pary stznéw ukladu
powinny by¢ jaked zakodowane w opisie wielkodci fizycznych okredlonych dla
tego ukiadu. Wiasnie tym réénym parom stanéw odpowiadajg rézne elementy
macierzy kwadratowych opisujacych wielkodei fizyczne w mechanice kwantowej.

Jawny ksztalt macierzy energii (6) latwiej mozna snaleié operujac
zamiast £ 1 § macierzami okreflonymi przez wzory

1 )
b= ——{vVmwi+ ——=p
vfz—a( rmwp) ’

{7) : .

Wtedy prosty rachunek pokazuje, ze relacja nieprzemiennodci (5)
sprowadza sie do postaci

(8) 4t — a6 =1,

macierz energii (6) zad — do postaci

- 1
(9) H= -2—(&*&+&c'i*}hw.
Nietrudno sie przekonaé wykonujac mnoZenie macierzy wedhug

reguly ,wiersze przez kolumny”, tzn. AB = ||Cy||, gdzie
Cxi = Y. Akm Bmi, %e relacje nieprzemiennosci (8) mozna spelnié

za pomygca macierzy
01 0 o0 . 0 0 0 0 .
0 0 2 0 . 1 0 0 0 .
(10) a=|0 0 0 +3 .|, a*zoﬁoo.’,
00 0 0 . 0 ¢ \/§O.|
W " |

prey czym wtedy macierz energii (9) przyjmuje ksztalt
Ey, 0O 0 O

. 0 E; 0 o .
(11) A=|o o E o .|,
0 0 0 Ej
gdzie
(12) E,,:(n+%)hw (n=0,1,2,3,..).

Podstawowym prawem interpretacyjnym mechaniki kwantowej

jest stwierdzenie, e jeéli macierz opisujaca pewna wielkoéé

fizyczna, np. energie, ma postaé diagonalna (tzn. zawiera wyrazy
niezerowe jedynie na przekatnej gléwnej), wtedy licsby (rzeczywiste)
wystepujace na przekatne] gléwnej przedstawiaja mozliwe

wartodci tej wielkodci fizycznej (mozliwe wyniki jej pomiaréw).

A zatem, % postaci (11) maciersy & wynika, te wartodci energii
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego w mechanice
kwantowej sa dane wzorem (12) (sa wiec nieciagle, ,skwantowane”).



Zauwagmy teraz, te stosujac analogiczna metode algebraiczna moina
rozwiazaé pewna ,zdeformowana” relacje nieprzemiennoéci, postaci
wykraczajacej poza mechanike kwantowa oscylatora harmonicznego,
mianowicie relacje

(13) aa* —qata =1,

gdzie ¢ > O jest nowym parametrem, w ogélnosci réznym od 1
(sauwaimy, ze dla ¢ — 1 wracamy do mechaniki kwantowejj.
Rzeczywidcie, relacje t¢ moéna spelnié za pomoca maciersy

10 v o0 o
0 0 N, o0 .
a=io o 0 N; .|,
4] 0 0 0
| "
(14)
| 0 0 0 0
VN o 0 0 .
& = l 0 N 0 ¢ .|,
l 0 0 N3 0 . i
. i
gdzie liczby
(15) W) (n=0,1,2,3,.. )
L= q—l M T e Y R )
53 powiasane wzorem rekurencyjnym
(16} Nn+1 == QN" e o 1,

przy czym No = 0. Wtedy maciers energii (9) uzyskuje postaé (11),
gdzie jednak zamiast wzoru (12) pojawia sie nowy wadr

; ' 1., 1
(1m 2, = (?—}—J\!n + ;) w (n=0,1,2,3,..]).
4

s

Dla g — 1 wracamy do dawnego wzoru {12).

Logiceng atrakcyjnosé rozwagan nad pzdeformowang” relacja nieprzemiennocéci
(13] moéna uzasadnié nastepujaco. Relacja niepremienncdci {8) wystepujaca

w mechanice kwantowe] oscylatora harmonicznego jest najprostsza realizacia
nieprzemiennoéci 6% 3 %8 maclersy & i 3°. Mozna postawi pytanie, gy

nie wystepujs dla fizycenych oscyiatordw pewne odchylenia od tej realizacji
(naturalnie, jedli takie odchylenia reecsywidcie wystepuja, to muszz by? snikome,
bo, jak dotad, mechanika kwantows jest zgodna w swych przewidywaniach

ze wezystkimi dodwiadczeniami]. W tej sytuacii ogdlna liniowa realizacja
nieprzemiennodci postaci 88" = ga*4 + r, gdeie ¢ ~ 1 oras r o 1, jest sgczagdinie
interesujaca (przes normalizacje & i 8™ moina pawsse osiagnad, aby r bylo réwne
dokladnie 1, a wiedy otrsymujemy relacje {15)).

Ze wzgledu na swa postad prrekraczajaca ramy mechaniki
kwantowe] oscylzbora harmonicanego teoria »sdeformowanego
algebraicznie” oscylatora harmonicsnego wzbudsa od paru lat
gnacsne sainteresowanie wirdd fisykéw-teoretykdw, a swlaszcza
weréd matematykéw. Poniewas jednak nie obserwaje sig, jak dotad,
zacnych odchyled doswiadczalnych od przewidywart mechaniki
kwantowsj, deformacja realnych oscylatoréw harmonicenych
wystepujacych w prayrodzie (jedli w ogéle ma miejace) musi byé
znikoma (tzn. musi byé ¢ ~ 1 w bardzo dobrym prayblifeniu},

ale moze jednak nie musi by¢ éciéle serowa (tzn. moge g # 1J.
Sygnatura dodwiadczalng tej deformacji byloby pewne (bardzo
male] odchylenie energii £, oscylatora pray bardzo duiych n od
liniowej zaleznodei od n danej wzorem (12). W szczegélnodei, gdyby
g bylo w prayblizeniu réwne 1, ale mniejsze od 1, wystapiloby nowe,
adumiewajace zjawisko nasycania energii oscylatora pray n — oo:
Ny =+ {1~ )7 < o0. Doswiadcsalnym oscylatorem méglby by¢
pojedyncsy mod {czyli spoadh drgania) pola elektromagnetycznego
realizowany np. w laserze.
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badane cialo, 2 doskonale czarne to
# znaczy tylko tyle, Ze pochlania dwiatlo
{ o wszystkich diugodciach fali, czyli
wszystkie kolory i nic nie odbija.
Wyobrafmy sobie doéwiadczenie
przeprowadzone w ciemnaym pokoju.
§ Podgrzewamy badane cialo i pilnie
¥ obserwujemy, co sie dzieje. Na poczatku
nic nie widzimy, pokdj jest przecies ciemny.
¥ Po jakim§ czasie zaczniemy odczuwad,
. Ze z miejsca, w kitdrym jest badane
i cialo, bije, zrazu ledwie wyczuwaina,
. a potem wyraina, fala ciepla. Oznacza
o, fe nasze zmysly rejestruja niewidoczne
dla oka promieniowanie podczerwone.
Przy dostatecznie wysokie] temperaturze
W zauwaiymy bardzo slabe cilemnoczerwone
& Swiecenie. W dalssym ciagu odezuwamy
promieniowanie podczerwone. ale czeid
wysylanego promieniowania jest juz
w zakresie widzialnym dla oka. Dalgze
podgrzewanie powoduje, ze barwa
§ Swiecenia zmienia sie i staje sie coraz
| Dbielsza, jadniejsza. W czasach, gdy
kuznie byly bardziej rozpowszechnione,
% mozna bylo obserwowaé to zjawisko
= w odwrotnej kolejnedei podczas pracy
kowala. Kawalek zelaza stygnac na
| kowadle najplerw éwiecit jaskrawc, potem
¥ ciemnial, czerwienial, aby wreszcie stad
- sie kawalkiem clemnego goracego Zelaza.
Dodwiadczenie to wskazuje, Ze przy kaidej
temperaturze kazde cialo, a wiec i cialo
8 doskenale czarne, wysyla promieniowanie
& o réinej diugodci fali. Jeieli fala jest dluga,
| moéwimy o podczerwieni, jeseli fala jest
coraz krétsza, przechodzimy do barw
B niebieskich i fioletowych. Dodwiadezenie
* jest proste. Wystarczy podgrzaé badane
I cialo i ohserwowad, jaka czeéé energii
' promienistej wysylana jest w postaci
§ fali 0 okreélonej dlugodci. Mosemy
L nawet stwierdzi¢, jak zalesy ten rozdzial
& energii na fale o poszczegdlnej dhugodc:
= od temperatury, do ktérej podgraalismy
§ cialo. Dotad nie widaé nic zaskakuiacego.
Powszechnie znany jest pogiad,
Ze dwiecenie ciala zalety od temperatury,
do ktérej jeet ono podgrzane. Myidle,
ze w sposdb nievdwiadomiony zdawal
gobie & tego sprawe i czlowiek pierwotny
4 od chwili, gdy opanowal z korzyscia dia
| ziebie ogiefi. Problem pojawi sie wtedy,
| gdy zechcemy na podstawie naszej wiedzy
| z iycia codziennego przewidzie, jak ;
B zalezy dwiecenie podgrzanego ciala od
! iemperatury. Pod koniec dziewietnasiego
i wieku przeprowadzono bardzo staranne
badania dotyczace promieniowania ciala
. podgrzanego. Scidle méwimy: dotyczace
@ promieniowania ciala doskonale czarnego.
& Pozostawmy na boku écistoéé, bo nam
. wystarczy méwié o badanin




