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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania

czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moz.na to robic

co rniesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy

przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby

jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch

konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

281. Mamy szesc komórek pamieci ponumerowanych od 1 do 6; w kazdej komórce

znajduje sie (w chwili poczatkowej) liczba O. Rzucamy kostka; jesli wypadnie i oczek,

zwiekszamy o 1 zawartosc i-tej komórki. Czynnosc te powtarzamy do momentu, gdy
we wszystkich komórkach pojawia sie liczby jednakowej parzystosci.

(a) Wykazac, ze z prawdopodobienstwem równym jednosci pojawi sie konfiguracja
konczaca.

(b) Obliczyc wartosc oczekiwana liczby rzutów.

282. Wewnatrz czworoscianu ABGD znajduje sie punkt P. Jego odleglosci od

wierzcholków A, B, G, D równe sa odpowiednio RA, RB, Re, RD, a od scian BGD,

AGD, ABD, ABG - odpowiednio rA, rB, re, rD. Dowiesc, ze

256rArBrerD ~ (RA + rA)(RB + rB)(Re + re)(RD + rD).

Kiedy zachodzi równosc?

Zadanie 282 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 263 (WT=2,50) i 264 (WT=2,28) Zadania z matematyki nr 281 282
z numeru 8/1993 '

Le,zck G •• in,ki - Stalowa Wola '3,96 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Jerzy Janowicz - Bolesla.wiec 43,33
.Ja.n Cia.ch - Ostt"owicc Sw. 39,55
Mirosla.w Ma.tIQga. - Skocz6w 39,4"

Krzysztof Jedzinia.k - Ka.towice 35,57
Ja.n Kra.szewski - Legnica. 35,55

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1994
Przypominamy tresc zadan:

273. Da.ny jest ciag liczb rzeczywistych :to, XI, X2, ••• Tworzyrny ciagi o wyrar.ach

)I" = (Xn-1 + x,,+d/2 oraz z" = (X"-2 + x" + xn+2)/3. Udowodnic, ze jezeli Xn ::; )In dla

n = 1,2,3,. , " to Yn ~ Zn dla n = 2,3,4, .. ,

274. Liczby naturalne a ~ 1 i b ~ l sa wzgl<:dnie pierwsze: k ~ 1 jest dowolna liczba naturalna.

Dowiesc, ze kazdy dzielnik nieparzysty liczby a2k + b2k ma postac 2k+1t + l, gdzie t jest liczba.
calkowita.

273. Ustalmy n ~ 2. Wykazemy, ze z nierównosci Xk ~ lik dla k = n-l, n, n + 1 wynika
nierównosc lin ~ Zn. Istotnie:

Xn-l ~ IIn-l ==> 4Xn-l ~ 2Xn-2 + 2xn i

Xn+l ~ IIn+1 ==> 4Xn+l ~ 2xn + 2Xn+2 i

Xn ~ lin ==> 2xn ~ Xn-l + xn+l .

Dodajemy stronami te trzy nierównosci i otrzymujemy

3(Xn-l + Xn+d ~ 2(Xn-2 + Xn + Xn+2),

czyli lin ~ Zn·

274. Niech p ~ 3 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby a2k + b2k i niech d = NWD(p - 1, 2k).

Znajdujemy taka liczbe naturalna e, ze be == 1 (mod p). Obie strony kongruencji

a2k == _b2k (mod p) mnozymy przez e2k i otrzymujemy zwiazek

(ae)2k == -1 (mod p). Stad oraz z "malego" twierdzenia Fermata

( l)(P-l)/d (( )2k)(P-l)/d (( )2k/d)P-l 1 ( d )- == ae = ae == mo p,

co oznacza, ze (p - 1) / d = m jest liczba parzysta.

Liczba d jako dzielnik 2k ma postac 2"', gdzie ar ~ k. Tak wiec p-l = 2"m dzieli sie przez

2"'+1. Stad i z okreslenia d wnosimy, ze d = 2" = 2k, czyli ar = k, wobec czego p - 1 dzieli sie
przez 2k+l.

Wykazalismy w ten sposób, ze kazdy nieparzysty dzielnik pierwszy liczby a2k + b2k ma postac

2k+1u + 1. Iloczyn liczb tej postaci tez jest liczba tej postaci:

(2k+1u + 1)(2k+1u + 1) = 2k+1(2k+1uu + u + u) + 1.

Stad teza.
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179. Masa helikoptera wynosi m = 900 kg, a promien wirnika r = 4 m. Obliczyc

minimalna moc silnika potrzebna do tego, aby helikopter wznosil sie do góry

z predkoscia v = 3 m/s. Gestosc powietrza jest równa e = 1,29 kg/m3•

180. W przewodzacej powloce kulistej o zewnetrznym promieniu R jest dziurka

w ksztalcie kola o promieniu r znacznie mniejszym od R. Jesli naladowac powloke

pewnym ladunkiem elektrycznym, to jaka czesc tego ladunku bedzie rozlozona na

wewnetrznej stronie?

, I , I- -
, ,

Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 179, 180 Redaguje Jerzy B. BROJAN

po uwzglednieniu ocen rozwiazan R .. d f' k' /
zadan 163 (WT=2,24) i 164 (WT=3,27) OZWI8,~anIa za ,~n z l~y l Z numeru 1 1994

z numeru 9/1993 Przypommamy tresc zadan:

171. Dwanascie sprezynek o stalej sprezystosci k i dlugosci swobodnej zero

(tzn. przyjmuja,cych dlugosc I pod wplywem sily F = ki) pola,czono jak na rysunku 1
i nacia,gnieto rozpinaja,c je na czterech punktach A, E, C i D tworzl\Cych kwadrat o boku 2<l.

Jaka, sile wywieraj a, sprezynki na kazdy z czterech punktów?

2d

Rys. 1

B

c

172. Aby przelac sok z puszki do szklanki, trzeba w wieczku wybic dziurki do wylewania

soku i d1.iurki do wlotu powietrza (rys. 2). Jacek wybija dziurki o jednakowej srednicy

(np. okolo 5 rrnn) i zastanawia sie: wi~ccj niz 10 dziurek nie chce rni sie wybijac, wiec ile z nich

powinno sluzyc do wlotu powietrza, a ile uo wylewania soku, zeby wylac go najszyhciej?

171. Oznaczmy dlugosc jednej z czterech srodkowych sprezynek przez x; wtedy dlugosc

jednej z pozostalych jest równa II = y'd2 + (d - X)2. Warunek równowagi sil w wezle E

(lub w którymkolwiek z trzech równowaznych) pozwala wyznaczyc x = :d, II = dyT6/3.3

Z twierdzenia cosinusów znajdujemy cos Ci = 2/../5, zatem szukana sila wywierana na jeden

z rogów wynosi F = 2kll cos Ci = 4kd V2 .
3

POWIETRZ~V1K
Rys. 2

172. Oznaczmy cisnienie slupa cieczy nad dolnymi dziurkami przez p, a cisnienie powietrza

w puszce przez p'. Róznica cisnien wtlaczajaca powietrze przez górne dziurki jest równa

Pp = Palm - p', a róznica cisnien wypychajaca ciecz przez dolne jest równa Pc = P + p' - Palm,

zatem Pp + Pc = p. Predkosc wyplywu gazu lub cieczy przez otwór wyprowadza sie z równania

Bernoulliego (tzn. z zasady zachowania energii) - wynikiem jest u = ~ (p - gestosc).

Zatem dla cieczy Uc = y'2pc/ Pc, a objetosc V, wyplywajaca na sekunde, otrzymujemy
mnozac Uc przez powierzchnie otworów wylotowych Sc. Objetosc wplywajacego powietrza

jest taka sama i wyraza sie analogicznym wzorem. Problem sprowadza sie do maksymalizacji

wyrazenia V w zaleznosci od Sc i Sp, gdy spelnione sa warunki

{ffpc ffiPP
V = Sc -- = Sp --, Sc + Sp = const, Pc + Pp = P = const.

Pc Pp

Z obliczen wynika, ze V jest maksymalne, gdy

(Pc) 1/3Pp ~ 9,2,

gdzie gestosc soku przyjelismy równa gestosci wody, a gestosc powietrza Pp r:,; 1,29 kg/ma

Zatem jedna dziurka powinna sluzyc do wlotu powietrza, a dziewiec do wyplywu soku.

Wykonaj lub zawstydz sie!

Nie zawsze umiemy zrobic uzytek ze zdobytych
w szkole wiadomosci, nawet tych uzyskanych w szkole
podstawowej. Oto propozycja sprawdzenia, czy intelekt
nasz nie rozleniwil sie i czy nie biega tylko po tlumnie
uczeszczanych szlakach.

Dana jest rodzina wszystkich okregów prz~chodzacych
przez ustalone punkty A i B. Czy potrafisz
l. wykazac, ze okrag przecinajacy dwa z nich pod katem

prostym (na rysunku kolorowy) przecina pod katem
prostym wszystkie pozostale?
2. wykazac, ze przez kazdy punkt nie lezacy na
symetralnej odcinka AB przechodzi dokladnie jeden taki
okrag?
S. skonstruowac taki okrag przechodzacy przez dany punkt

p (nie lezacy, oczywiscie, na tej symetralnej)?

Jesli nie wiesz, czy potrafisz, to spróbuj!
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Opracowal M. K.


