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Rys. l

o srodkach ciezkosci
brzegu i powierzchni trójkata

Robert HAJLASZ

Powszechnie wiadomo, ze srodek ciezkosci powierzchni trójkata lezy na

przecieciu sie srodkowych boków trójkata.

Zbadamy, gdzie lezy srodek ciezkosci brzegu trójkata. Okazuje sie, ze srodki te

sa na ogól rózne (gdy trójkat jest równoboczny, wtedy srodki pokrywaja sie).

Niech na plaszczyznie dane beda punkty (Xl, Yd, (xz, yz), ... , (Xn' Yn) o masach

mI, mz, ... ,mn, odpowiednio. Wówczas, jak wiadomo, srodkiem ciezkosci tego

ukladu jest punkt (o:, (3), gdzie

mIxI + mzxz + ... + mnXn
o: = -------------

mI + mz + + mn

mlYl + mzyz + + mnYn/3=-------
mI + m2 + ... + mn

Rozwazmy trójkat o bokach dlugosci a, b, e (rys. 1).

Przyjmijmy, ze jednostka dlugosci ma mase 1. Zatem boki trójkata maja

masy a, b i e.

Aby wyznaczyc srodek ciezkosci ukladu zlozonego z boków trójkata, uklad

ten zastepujemy ukladem trzech punktów - srodków boków - ~ masach a, b

i e, odpowiednio. Jak wiadomo, oba uklady maja wspólny srodek ciezkosci.

Oznaczajac przez (Xl, Yl), (X2, Y2) i (X3, Y3) srodki boków otrzymujemy, ze ów

srodek ciezkosci (o:, (3) wyznaczaja równosci

o: = aXl + bX2 + eX3 /3 = aYI + bY2 + CY3
a+b+c' a+b+e

y

Przyklad. Znalezc srodek ciezkosci

trójkata o bokach dlugosci 4, 4, 4V3.

a) brzegu, b) obszaru

Rozwiazanie. Umiescmy trójkat w ukladzie wspólrzednych tak jak na

rysunku 2.

Ad a)

4( -V3) + 4V3 + 4V3 . O
o: = ---------- = O

8 + 4V3 '

/3 = 4 . 1 + 4 . 1 + 4V3 . O = 8 = _2_ = 4 _ 20.
8 + 4V3 8 + 4V3 2 + V3

Zatem odpowiedz jest (0,4- 2V3).

Ad b) Srodek ciezkosci pelnego trójkata lezy w punkie przeciecia sie srodkowych

jego boków. Poniewaz przecinaja sie one w stosunku 1: 2, wiec mamy od razu,

ze srodkiem ciezkosci jest punkt (O, ~) .

Pokazemy teraz, jak mozna innymi sposobami rozwiazac problemy a) i b).

Pierwsza regula Guldina

Jesli linie plaska obrócimy dookola osi lezacej w plaszczyznie linii i nie

przecinajacej linii, to

(Pole powierzchni powstalej z obrotu linii) =

= (dlugosc linii) . (droga srodka ciezkosci linii) .
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Druga regula Guldina

Jesli obszar plaski obrócimy dookola osi lezacej w plaszczyznie obszaru i nie

przecinajacej obszaru, to

(Objetosc bryly powstalej z obrotu obszaru) =

= (pole obszaru) . (droga srodka ciezkosci obszaru).

Uwaga. W obu regulach figura ma lezec po jednej stronie osi, przy czym moze

tej osi dotykac.

21r{3 .
'-v-'

droga srodka

ciezko~ci brzegu tr6jkata

2( 1r . 2 ·4)'--v---"
pole powierzchni
dw6ch stozk6w

Brzeg trójkata obracamy dookola osi x. Mamy

(8 + 4.;3)'--v---"
obw6d tr6j kata

Ad a).

Stad

Rys. 3. Tu figura, skladajaca si~ z FI
i Fo, znajduje sie po obu stronach osi.
Dla niej reguly Guldina nie obowiazuja

(prosze je zastosowac!).
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droga ~rodka ciezko~ci

pelnego tr6jkata

o zastosowaniu ~rodka ciezko~ci

w geometrii mozna przeczytac
w wydanej przez WSiP w 1993 r.

ksiazce O~rodka Kultury

Matematycznej "Szkola geometrii.
Odczyty kaliskie" .

Ad b).

{3 = 4 - 2.;3.

Pelny trójkat obracamy dookola osi x. Mamy

2· (~1r' 22. 2.;3) = ~
, ~ 'pole tr6jkata

objeto~c dw6ch stozk6w

Stad
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