
Dodawanie zbiorów

D

ale nie takie zwyczajne (gdzie suma jest zbiór majacy wszystkie elementy

dodawanych zbiorów), lecz okreslone za pomoca wektorów, jest waznym

narzedziem teorii zbiorów wypuklych (bardzo od kilkunastu lat modnej).

Okresla sie je w nastepujacy sposób. Obieramy na plaszczyznie punkt D. Suma

zbiorów A i H nazywamy zbiór wszystkich punktów X, dla których istnieja--+ ----> -->
takie punkty A E A i B E H, ze DX = DA + OB. Na rysunku dodalismy kolo

do trójkata.

Jak latwo zauwazyc, A + H = H + A. Latwo tez zauwazyc, ze wynik dodawania

zalezy od tego, gdzie obralismy punkt O. Zalezy, ale nie bardzo - wyniki

dodawania za pomoca róznych punktów D i O' sa figurami przystajacymi,

a nawet wiecej: mozna jeden z nich nalozyc na drugi za pomoca przesuniecia
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o wektor OD' (prosze sprawdzic!). Wprowadzajac dla figur F i G, które mozna

nalozyc przez przesuniecie, symbol F ~ G mozemy badac wlasnosci algebry

takich zbiorów, czyli struktury (X, +, ~), gdzie X to rodzina wszystkich figur,

powiedzmy, plaszczyzny. Jest to algebra (jak juz zauwazylismy) przemienna,

bo A + H ~ H + A. A czy jest to algebra laczna, tzn. czy dla dowolnych A, H
iC

(A + H) + C ~ A + (H + C),

albo, czy jest monotoniczna, tzn. czy istnieje taka figura D, ze

A+H:JD~A?

Latwo wymyslic dalsze podobne pytania.

Mozna tez badac dodawanie zbiorów wypuklych (bo dla nich to dodawanie

zostalo wymyslone). Na przyklad, czy suma zbiorów wypuklych jest zawsze
zbiorem wypuklym? Tu tez nasuwaja sie dalsze pytania. Polecamy te badania

jako temat do samodzielnej pracy naukowej - w szczególnosci na Konkurs Prac

Uczniowskich z Matematy ki.
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Przykladem bardzo waznego twierdzenia dotyczacego dodawania zbiorów jest

nierównosc Brunna-Minkowskiego-Lusternika. Sformulujemy ja w szczególnym

przypadku.

Jesli A i E sa (plaskimi) figurami wypuklymi, to

viA + El ~ VfAT + ViBT,

gdzie przez IPI oznaczylismy powierzchnie figury F.

Analogiczna nierównosc zachodzi takze dla trójwymiarowych bryl wypuklych.

Mianowicie,

albo równowaznie

Jezeli A i E sa brylami wypuklymi, to

VIA + El ~ {IIAf + \IiBT,

gdzie przez IPI oznaczylismy tym razem objetosc bryly F.

W takiej wlasnie formie udowodnil te nierównosc Brunn w 1887 roku. Minkowski

znalazl wszystkie przypadki, kiedy zachodzi równosc. Wreszcie, w 1935 roku, Lusternik

wykazal dosyc zaskakujacy fakt: udowodnil mianowicie, ze powyzsze nierównosci

zachodza dla dowolnych, byle tylko ograniczonych i domknietych zbiorów A i E, czyli

zadne zalozenie dotyczace wypuklosci nie jest potrzebne.

Pieknym zastosowaniem powyzszej nierównosci jest dowód tak zwanej nierównosci

izoperymetrycznej. Otóz problem jest nastepujacy. Rozwazmy wszystkie figury

o danym obwodzie. Która z nich ma najwieksza powierzchnie? Wydaje sie, ze kolo,

tylko jak to udowodnic? Rozwiazemy ten problem przy dodatkowym zalozeniu,

ze interesuja nas tylko figury wypukle, to znaczy udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Wsród figur wypuklych o danym obwodzie najwieksze pole ma kolo.

AS Dow6d: Wezmy figure wypukla A. Niech r bedzie równe obwodowi A podzielonemu

przez 27r. Mamy wykazac, ze kolo o tym samym obwodzie co figur\!- A (czyli po prostu

kolo o promieniu r) ma nie mniejsza od A powierzchnie. Trzeba wiec udowodnic, ze

lAI ~ 7rr2 •

Dodajmy do figury A w sposób algebraiczny kolo o malutkim promieniu e

i srodku w punkcie O. W wyniku tego dodawania otrzymamy figure A" zlozona

ze wszystkich punktów plaszczyzny oddalonych od A co najwyzej o e. Nierównosc

Brunna-Minkowskiego-Lusternika przyjmuje teraz postac

Komentarze Minkowskiego do

nierównosci Brunna zainteresowany

Czytelnik odnajdzie w jego ksiazce

Geometrie der Zahlen wydanej
w 1910 roku w Lipsku i Berlinie juz

po smierci autora.

~-M~..j1r.e

Oznaczajac I(e) = IA"I mamy wiec

V1W - VJ(O) ~..j1r,
e

a zatem, przechodzac do granicy przy e --+ O dostaniemy (Vl)'(o) ~ ..j1r, czyli

~I'(O) ~..j1r.2,/1(0)

Otóz 1(0) = lAI. Natomiast 1'(0) = lim IA"I - lAI. Licznik ulamka jest powierzchniae-O e

paska okalajacego figure A. Jest to pasek o szerokosci e i dlugosci w przyblizeniu

równej obwodowi A, czyli 27rr. Zatem powierzchnia tego paska jest równa

w przyblizeniu 27rr . e, a stad 1'(0) = 27rr. Otrzymalismy wiec nierównosc

l
. liAI 27rT ~ ..j1r,2vlAI

skad

co konczy dowód.

Powyzsza nierównosc prawdziwa jest dla dowolnych, nie tylko wypuklych, figur

plaskich. Jest tylko jeden drobiazg: przy rozpatrywaniu dowolnych figur trzeba

wiedziec, co to jest powierzchnia i obwód, a to juz nie jest takie proste. Nierównosc

izoperymetryczna jest takze prawdziwa dla bryl; prawda jest mianowicie, ze wsród bryl

o danej powierzchni najwieksza objetosc ma kula.

M.K. iP.H.
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